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1 Uvod

Kako je tehnologija poqela naglo da se razvija tokom proxlog veka,
postala je jeftinija samim tim i pristupaqnija za veliku ve�inu 	udi.
Danas imamo pametne telefone i liqne raqunare koji nam omogu�avaju da
skoro sve informacije dobijemo u veoma kratkom vremenskom intervalu
u svega par klikova. S toga se sredinom proxlog veka javio problem di-
gitalizacije dokumenata iz arhiva i biblioteka. Bilo je logiqno da nije
mogu�e prekucati sve xto je qoveqanstvo ikada stvorilo, pa su 	udi dose-
tili da to rexe prav	e�em odre�enog algoritma koji �e to uraditi umesto
�ih. Za razliku od teksta, problem prepoznava�a pisanih matematiqkih
jednaqina je znatno te�i. Prvenstveno zbog koliqine mogu�ih znakova koji
treba da se digitalizuju (kod prepoznava�a teksta imamo oko 30-ak slova i
desetak interpunkcijskih znakova, dok broj matematiqkih simbola dolazi
i do par stotina). Tako�e, reqi za razliku od jednaqina nemaju vixedimen-
zionalnu ug�e�denost kao xto su stepen i indeks. To predstav	a problem
zato xto svaki znak jednaqine mora se prvo izdvojiti, a zatim u progra-
mu klasifikovati. Zbog toga je prepoznava�e jednaqina trenutno jedan od
najte�ih problema kojim se po	e kompjuterske vizije bavi.

Iz opravdanih razloga, na ovom problemu se radi posled�ih nekoliko
decenija. Heuristika koja stoji iza matematiqkih zakona je bax to xto
nije dozvo	avalo nauqnicima da prona�u dovo	no jednostavan algoritam
koji �e kompjuter znati da izvrxi kao i dovo	no slo�en da prepozna i
neke kompleksnije matematiqke izraze. U referentnim radovima su pred-
stav	ene do sada najuspexnije metode. Jedna od �ih je konvoluciona ne-
uralna mre�a koja se koristi za prepoznava�e simobla kao i podeb	a�e
trening simbola radi dodatnog pobo	xa�a preciznosti samog sistema.

Iako nije korix�ena unapred istrenirana neuralna mre�a, te�ixte
istra�iva�a je bilo na segmentaciji matematiqkih simbola koriste�i dve
ug�e�dene rekurzivne funkcije i na heuristici za grupisa�e tih simbo-
la, uz pore�e�e istog metoda ali ovog puta sa mre�om istreniranom na
podeb	anim simoblima. Sistem u drugom sluqaju je dostigao znaqajno ve�u
taqnost xto je i bilo za oqekivati jer deb	ina karaktera nije uniformna
ve� zavisi od stila pisa�a pojedinca.
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2 Metod

Kompleksnost problema povlaqi i slo�enost algoritma za �egovo izvo-
�e�e. Postupak je prikazan na slici 1. Postupak se sastoji od prevo�e�a
RGB slike u Grayscale, segmentacije, klasifikacije i grupisa�a. Dva
k	uqna koraka ovog algoritma su segmentacija i ponovno grupisa�e sim-
bola u latex kod. Da bi se izvrxila segmentacija potrebno je prvo pripre-
miti sliku: prevesti RGB strukturu slike u Grayscale sliku i ukloniti
xumove. Ukla�a�e xumova je mo�da jedan od najva�nijih podalgoritama,
jer ukoliko ostanu neki pred�i (foreground) pikseli, pikseli koji nose
informaciju, algoritam �e ih klasifikovatio kao da su neki od mogu�ih
matematiqkih simbola i na taj naqin degradirati konaqan ishod.

Slika 1: Blok xema algoritma za prepoznava�e matematiqkih jednaqina

Tako�e, korix�eno je podeb	ava�e simbola iz baze podataka. U bazi
podataka koja je korix�ena za trening neuralne mre�e simboli su jedan
piksel deb	ine. Pre svega, iz iskustva znamo da se stilovi pisa�a znat-
no razlikuju. Razlikuju se i olovke kojima pixemo xto dovodi do toga
da je potrebno napraviti sistem koji �e biti invarijantan na stilove i
razliqite zapise istog simbola. Za rexava�e problema invarijantnosti
korix�ena je funkcija dilate iz biblioteke OpenCV sa kernelom oblika

K =

0 0 0
0 1 1
0 1 0


na taj naqin je obezbe�eno da kada kernel bude iterirao po matrici podeb	a
svaki piksel taqno jednom.

2.1 Boga�e�e baze podataka

Glavni ci	 ovog dela projekta je nadograd�a postoje�e baze podata-
ka. Naqin na koji to radimo ne treba da bude proizvo	an, treba da bude
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takav da zapravo obezbedi suxtinski drugaqije slike iz kojih �e naxa ne-
uralna mre�a uqiti. U praksi su najkorix�enije dve metode: kosa isprav-
ka (slant correction) i elastiqne transformacije (tako�e postoje i afine
transformacije ali �ima se ne�emo baviti zato xto je kroz nekoliko na-
uqnih radova pokazano da imaju zanemar	iv uticaj na kvalitet neuralne
mre�e).

Glavna poenta kose isprvake je da obezbedimo da nax sistem bude in-
varijantan na razliqite stilove pisa�e. Definisa�emo kosinu kao ugao
u smeru kaza	ke na satu (clockwise) izme�u vertikalne ose i dominantnog
pravca datog karaktera. Metoda koja se dosta koristi u praksi je Meto-
da vertikalne projekcije. Za poqetak, pomo�u operatora smica�a (shear
operator) se mo�e napraviti set koji se sastoji od razliqitih vextaqki
iskoxenih slika. Ovo se radi iz razloga da ukoliko je ugao kosine α onda
ta ista slika nakriv	ena za negativnu vrednost ugla α je zapravo ispra-
v	ena slika.

Sada se postav	a jedno vrlo va�no pita�e. Zaxto bi nam elastiqne
transformacije bile korisnije od afinih i zaxto bi nam uopxte trebale
bilo kakve transformacije tog tipa? Ispostav	a se da elastiqne defor-
macije zapravo odliqno uqe neuralnu mre�u na sluqajne, nekontrolisane
oscilacije mixi�a ruku nastale inercijom. U afine transformacije spa-
da rotacija, translacija i homotetija odnosno skalira�e. Nijedna od ovih
transformacija ne�e suxtinski promeniti karakter. Zato su nam potreb-
ne elastiqne transformacije koje �e u svim pravcima da razvuku odre�eni
karakter. Jedan od naqina na koji to mo�e da se implementira je da za sv-
kaki piksel na celoj slici pomo�u funkicije random odredimo za koliko
�emo dati piksel da transliramo du� obe ose. Pomera�a su jedino mogu�a
na mesta susednih piksela. Na taj naqin bismo udvostruqiti celokupnu ba-
zu podataka i obogatiti je karakteristikama koje inaqe ne bismo mogli da
prikupimo. Me�utim, kako baza podataka simbola i baza podataka pisanih
matematiqkih jednaqina nisu sinhronizovane bilo je potrebno izvrxiti
podeb	a�e baze podataka simbola (podvrsta elastiqnih deformacija) kako
bi se izvrxila verodostojna mere�a.

2.2 Obrada slike

Proces obrade slike obuhvata sve one promene i modifikacije na slici
koje qine sliku pogodnijom za da	u obradu. Ovaj deo mo�emo podeliti na
tri procesa: pretvara�e RGB slike u Grayscale sliku (slika koja sadr�i
isk	uqivo nijanse sive), ukla�a�e xumova i binarizacija slike.

2.2.1 Pretvara�e slike iz RGB u Grayscale

Ukoliko bismo radili sa RGB slikom morali bismo da za svaki pik-
sel na slici vodimo raquna o koliqini crvene, zelene i plave boje. Zato
pojednostav	ujemo sliku tako xto �emo tri vrednosti zameniti jednom
vrednosti, tj. Grayscale vrednosti. Formula koju �emo za to koristiti je:
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Y = 0.999R+ 0.587G+ 0.114B,

gde su Y,R,G,B redom oznake za koliqinu sive, crvene, zelene i plave boje.

2.2.2 Ukla�a�e xumova sa slike

Kako je hardver nexto xto je qovek stvorio, logiqno je da ne�e uvek
raditi u potpunosti kao xto je zamix	eno. Grexke hardvera se nazivaju
xumovi. Zbog razvoja u samoj elektronici te grexke su sve ma�e i re�e, ali
su i da	e prisutne i mogu praviti probleme prilikom da	e obrade. Po-
stoje vixe vrsta xumova kao xto su so i biber xum, impulsni xum, Gausov
xum i mnogi drugi. Kako je Gausov xum najuqestaliji na slikama, bavi�emo
se samo �egovim izolova�em dok �emo ostale smatrati zanemar	ivim.

Naqin na koji �emo da izvrximo ukla�a�e xumova je kraj�e jednosta-
van: zameni�emo boju odre�enog piksela sa usred�enom vrednosti drugih
piksela iz �egove sredine. Za to je potrebno da prona�emo sliqne piksele.
Oni ne moraju da se graniqe sa datim pikselom. Uzmimo za primer xare
koje se ponav	aju. Zato je va�no da skeniramo proporcionalno veliki deo
slike kako bismo pronaxli xto je vixe mogu�e piksela koji podse�aju na
nax originalni piksel. Dva piksela liqe ukoliko su im vrednosti pri-
bli�no jednake. Da bismo to odradili koristi�emo funkciju iz biblio-
teke OpenCV koja se zove fastNLMeansDenoising.

2.2.3 Binarizacija

Binarizacija je proces u kome se svakoj vrednosti Grayscale piksela
dode	uje jedna od dve mogu�e vrednosti, kao xto i ime aludira, te vredno-
sti su 0 ili 255. U naxem sluqaju pikseli koji budu imali vrednost 0 bi�e
pred�i (foreground) pikseli, dok oni koju budu imali vrednost 255 bi�e
zad�i (background) pikseli. Da bismo to uradili potrebno je da za svaki
piksel znamo prag na osnovu kojeg �emo mu dodeliti adekvatnu vrednost.
Prag ili graniqnu vrednost mo�emo izabrati tako da bude jedinstvena i
unapred odre�ena, ali postoje i pametnije metode koje �e nam pomo�i da
optimizujemo naxu binarizaciju.

Dve metode koje su se do sada pokazale najbo	e u praksi su metoda adap-
tivne graniqne vrednosti (adaptive thresholding) i Otova metoda. Obe me-
tode imaju svoje prednosti kao i svoje mane. Otova metoda ima ve�i proce-
nat uspexnosti ukoliko se radi sa bimodalnim slikama. Bimodalne sli-
ke su slike koje na svom grafiku zavisnosti broja piksela od �ihove bo-
je imaju 2 prevoja (peaks). Na�alost, u naxem sluqaju gde osvet	enost
slike ne�e biti savrxena, potrebni su nam lokalne graniqne vrednosti.
Zato �emo koristiti adaptivnu metodu. Koristi�emo funkciju adaptive
Threshold iz biblioteke OpenCV , a kao adaptivnu metodu �emo koristiti
adaptiveThreshGaussianC.
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2.3 Segmentacija

Posmatrajmo obiqnu neuralnu mre�u. Ona na svom izlazu ima odre�en
broj neurona, gde svaki neuron predstav	a verovatno�u sa kojom neuralna
mre�a mo�e da proceni da li se odre�eni objekat nalazi na slici ili ne.
Posmatrajmo sada primer matematiqkih izraza. Skup svih potencijalnih
formula je odre�en svim mogu�im kombinacijama matematiqkih simbola
xto prepoznava�e celih izraza qini nemogu�im, ali je zato skup matema-
tiqkih simbola konaqan pa se zato izvrxava segmentacija.

U prethodnom delu je nagovextena va�nost ukla�a�a xumova, a u ovom
delu �e biti i objax�e�a. Za poqetak, uvedimo numeriqku metodu koja
se naziva histogramska projekcija koja nam slu�i za ispitiva�e da li
se neki deo jednaqine nalazi u datoj vrsti ili koloni slike gde se vrsta
i kolona slike odnosi na vrstu i kolonu piksela koji qine datu sliku.
U datom eksperimentu su korix�ene dve histogramske metode: vertikal-
na i horizontalna. Vertikalna histogramska metoda raquna broj pred�ih
piksela za svaku kolonu na slici. Analogno se definixe i horizontalna
histogramska projekcija.

Slika 2: Primer matematiqkog izraza

Slika 3: Vertikalna i horizontalna projekcija

Posmatrajmo primer matematiqkog izraza sa slike 2. Ukoliko pogle-
damo �enu horizontalnu histogramsku projekciju, na slici 3 mo�emo za-
k	uqiti da se na slici 2 nalazi samo jedan matematiqki izraz jer se na
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datom dijagramu uoqava jedan i samo jedan breg (niz povezanih redova na
slici takvih da svaki red sadr�i barem jedan pred�i piksel). Sliqno se
dobija posmatraju�i vertikalnu histogramsku projekciju. Mo�e se uoqiti
niz od sedam bregova koji direktno odgovara adekvatnim simbolima u ma-
tematiqkom izrazu. U ovom primeru su bile dovo	ne po jedna horizontalna
i jedna vertikalna projekcija da bismo pronaxli sve simbole sa slike.

Naravno, to ne mora da bude generalni sluqaj sa matematiqkim izrazi-
ma. Na primeru razlomka u bilo kojoj jednaqini se mo�e jasno uoqiti da je
nakon horizontalne i vertikalne projekcije uspexno segmentirana ve�ina
simbola ali brojilac, razlomaqka crta i imenilac nekog razlomka �e biti
raqunaru predstav	eni kao jedan blok slike. Intuitivno se jav	a ideja
da uvedemo dodatni korak, novu horizontalnu projekciju. Takvo rexe�e �e
unaprediti algoritam, ali je mogu�e da ida	e ili brojilac ili imenilac

sadr�i novi matematiqki izraz. Uzmimo za primer matematiqki izraz
3

7
y.

Horizontalna projekcija �e nam izdvoji ceo izraz dok �e vertikalna pro-

jekcija rasqlaniti izraz na dva dela:
3

7
i y. Na�alost, prvi deo izraza je

i da	e neki izraz pa je potrebno ponovo izvrxiti horizontalnu prokeci-
ju kako bismo izdvojili 3, − i 7. Iz ovog primera mo�emo zak	uqiti da
je potrebno naizmeniqno rekurzivno pozivati horizontalnu i vertikalnu
projekciju.

Teorijski, ovakav niz mo�e da se nastavi u beskonaqnost. Iz prostog ra-
zloga, konaqan broj horizontalnih i vertikalnih projekcija bi bila aprok-
simacija problema, zato je u ovom eksperimentu iskorix�ena mogu�nost
rekurzivnog programira�a u programskom jeziku Python. Kao i za svaku
rekurziju potrebno je definisati osnovni sluqaj, sluqaj kada se rekur-
zija prekida. Prva ideja koja se jav	a je da prekinemo rekurziju kada ne
mo�emo da dobijemo nove ma�e blokove slike, tj. kada se na grafiku oba
histograma jav	a samo jedan prevoj (peak). To bi radilo u laboratorijski
savrxenim uslovima, pod pretpostavkom da �e svaki simbol biti kali-
grafski napisan xto ne mora da bude sluqaj. Ukoliko uzmemo izraz ay

mo�emo primetiti da je verovatno da �e neki deo y pre�i u vertikalnu
projekciju od a. U tom sluqaju rekurzija bi se zaustavila iako segmentaci-
ja nije zavrxena. Kao ispravak za ovaj problem, na kraju svake rekurzije
se izvodi flood fill algoritam xto je mogu�e samo zato xto se svaki piksel
graniqi sa jox qetiri piksela (ne raqunaju�i piksele na ivici slike),
tj. tako binarizovanu sliku mo�emo predstaviti kao beste�inski graf sa
disjunktnim komponentama.. Flood fill algoritam pretvara blok matrice
slike u beste�inski neusmereni graf i na �emu odre�uje broj povezanih
komponenti i paralelno sa tim markira piksele sa slike sa odgovaraju�im
rednim brojem komponente grafa. Alogritam je implementiran koriste�i
funkciju label iz biblioteke SciPy.

7



Slika 4: Primer segmentacije

2.4 Potencijalni problemi prilikom segmentacije

Probleme mo�emo podeliti u dve grupe. Prvoj grupi pripadaju pre-
klapa�a izme�u simbola. Ona nastaju kao posledica brzine pisa�a. Takvi
simboli su log, sin, cos,.. Tako�e, tu mogu biti bilo koja ne�e	ena prekla-
pa�a izme�u bilo koja dva simbola, zato xto mi za predpostavku uzimamo
da �e svi simboli biti me�usobno odvojeni, xto generalno ne mora da bu-
de sluqaj. Drugoj grupi pripadaju simboli koji se pixu odvojeno, stoga ne
mo�emo da znamo da li dati fragment pripada jednom ili drugom simbolu
ili je simbol za sebe. Takvi su simboli ± ili =.
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3 Klasifikacija karaktera

3.1 Konvolucione neuralne mre�e

CNN je jedna od klasa dubokih neuralnih mre�a i jedan od mnogobroj-
nih algoritama dubokog uqe�a koji nam omogu�ava da pomo�u uqivih tez-
hina (weight) i sklonosti (bias) identifikujemo odren�ene objekte, tj. da
omogu�imo raqunaru da ima istu percepciju i mo� zapa�a�a koju mi 	udi
imamo. Glavna razlika izme�u CNN i drugih neuralnih mre�a je prisu-
stvo konvolucije. Konvulucija je matematiqka operacija nad dve funkcije
i za produkt ima tre�u funkciju. U sluqaju CNN , konvolucija nam slu�i
da od ulaznih podataka, pomo�u odre�enih filtera i kernala napravimo
mapu odlika. Na primeru sa brojevima te odlike mogu biti odre�ena za-
kriv	e�a ili strogi oxtri uglovi,...

Mo�e se napraviti odre�ena analogija sa nama. Dok smo jox mali, rodi-
te	i nas uqe tako xto nam pokazuju objekte i izgovaraju �ihova imena. Na
taj naqin povezujemo predmete sa imenicom koju qujemo. Na�alost, ne�emo
uvek sve nauqiti iz prve, zato su naxi rodite	i tu da nas isprave kako ne
bismo slede�i put napravili istu grexku. Takav naqin uqe�a u kompjuter-
skoj nauci se naziva nadgledano uqe�e, zato xto taqno znamo xta rezultat
treba da bude. U sluqaju taqnog odgovora naxa mre�a �e biti nagra�ena,
dok �e u suprotnom biti ka��ena.

Kompjuterski nervni sistem je vrlo sliqan naxem. Sastoji se od mre�e
koja sadr�i ogroman broj neurona. Na osnovu impulsa koje primi neuron i
znaqaja svakog impulsa, neuron odluquje da li da se aktivira i da prosle-
di impuls da	e kroz mre�u ili da akson ostane zatvoren i na taj naqin
spreqi protok. Ukratko, svaki neuron mo�emo da posmatramo kao skup ula-
za, skup te�ina i aktivacionu funkciju. Ta me�usobna povezanost neurona
klasifikuje CNN u grupu feedforward neuralnih mre�a.

Postoje razliqite vrste neurona, i one zavise od stadijuma (sloja -
layer) mre�e u kojoj se nalaze. Tri osnovna sloja u svakoj neuralnoj mre�i
su ulazni, skriveni i izlazni sloj, stim xto imamo samo jedan ulazni i
izlanzi sloj, dok skrivenih slojeva mo�emo imati vixe u zavisnosti od
strukture mre�e i tipa problema. U sluqaju CNN to su konvolucioni,
aktivacioni, pooling i potpuno povezan sloj.

3.1.1 Konvolucioni sloj

Konvolucioni sloj je najva�niji sloj u ovom modelu i on slu�i za gru-
bu detekciju na slici, tj. za pronala�e�e odgovaraju�ih xablona koji �e
kasnije olakxati samu klasifikaciju. Karakteristika ovog sloja je pri-
sustvo filtera (kernala) koji sadr�i odre�ene te�ine. Na poqetku su te
te�ine nasumiqno dode	ene ali ih mre�a uqi kroz epohe time pobo	xava
performanse.

Objasni�emo princip kada je na ulazu slika dimenzijaW×W×1 (uzeli
smo 1 zato xto na ulaz dolazi grayscale slika pa nisu potrebna tri kanala
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za RGB). Neka imamo D razliqitih filtera, sa korakom S. Svaki filter
pojedinaqno prelazi preko matrice ulaza i raquna proizvod, po speci-
fiqnom pravilu mno�e�a matrica. Svako po	e prve matrice se mno�i sa
odgovaraju�im po	em druge matrice i kao proizvod ovakvog mno�e�a ma-
trica se dobija skalar. Zatim raquna zbir elemenata proizvoda i upisuje
ga u odgovaraju�e po	e matrice izlaza, i tako za svaki od datih filtera.
Na izlazu �e se dobiti trodimenzionalna matrica W1×W1×D, gde se W1

raquna po formuli:

W1 = (W − F + 2P )/S + 1,

gde je F dimenzija kernala, S korak, tj. za koliko �e kernal da se pomeri
u levo po svakoj iteraciji i P xirina okvira oko slike koji se sastoji
od nula. Glavna uloga xirine okvira je da odr�ava dimenzije ulaza. Nova
matrica predstav	a ulaz za slede�i sloj.

Slika 5: Konvolucija

Potrebno je jox dodatno napomenuti da aktivacioni sloj koji smo po-
mi�ali mo�emo svrstati kao drugi deo konvolucionog sloja. Aktivacioni
sloj nije nixta drugo nego obiqna funkcija. Kako vrednosti u novoj ma-
trici mogu varirati, potrebno ih je pustiti kroz odre�enu funkciju koja
�e da normalizuje te vrednosti. Uglavnom �elimo da smestimo sve te vred-
nosti u opseg od 0 do 1, jer na izlazu �elimo verovatno�u/sigurnost kojom
mo�emo da identifikujemo odre�eni objekat na slici. Naravno, postoje
i druge vrste aktivacionih funkcija sa razliqitim opsezima kao xto je
ReLU funkcija koju �emo mi koristiti u naxoj neuralnoj mre�i.

3.1.2 Pooling sloj

Dimenzije slike mogu biti velike, samim tim u mre�i �e postojati
ogroman broj neurona xto �e drastiqno usporiti proces uqe�a. Zato nam
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je potreban odre�en sloj u naxoj mre�i koji �e sma�iti dimenzije matri-
ce, a u isto vreme saquvati sve bitne informacije, tj. ne�e poremetiti
klasifikaciju. Drugi razlog uvo�e�a ovog sloja je to xto na izlazu treba
da imamo vektor od n elemenata (n predstav	a broj razliqitih predmeta
koja naxa mre�a uqi da prepozna), drugim reqima treba sliku nekaoko da
spakujemo u vektor. Svaki qlan tog vektora predstav	a verovatno�u da se
taj objekat nalazi na slici. Na primer ako je v[3] = 0.92, to znaqi da obje-
kat koji odgovara rednom broju 3, ima verovatno�u od 92% da se nalazi na
slici.

Postoje dve osnovne vrste ovog sloja: sred�i pooling (average pooling) i
maksimalan pooling (max pooling). Sliqno kao i kod konvolucionog sloja
i ovde imamo filter samo ovog puta bez te�ina. Ako su ulazne dimenzije
matrice W1 × W1 × D1 i prostorna dimenzija filtera F sa korakom S,
dimnzije proizvoda su W2×W2×D2, gde se W2 i D2 raqunaju po formuli:

W2 = (W1 − F )/S + 1

D2 = D1

Slika 6: Pooling sloj

3.1.3 Potpuno povezan sloj

Popuno povezani sloj spada u grupu klasifikacionih slojeva. To znaqi
da se on nalazi na kraju same mre�e i �en izlaz je i izlaz naxe mre�e.
Kao xto smo ve� rekli konvolucioni i pooling sloj slu�e za pronala�e�e
odre�enih karakteristika na slici, zatim se one puxtaju kroz potpuno
povezani sloj, gde se te karakteristike da	e obra�uju.

Struktura ove podmre�e je takva da je svaki neuron iz jednog sloja pre-
ko odre�enih te�ina povezan sa svakim neuronom iz prethodnog i slede�eg
sloja. Vrednosti tih te�ina mre�a uqi kroz epohe. Kada slika sa ulaza
pro�e kroz posled�i pooling sloj, ona nije istog topoloxkog oblika kao
�e	eni izlaz, potrebno je da se izravna, pretvori u niz, gde svaki element
tog niza predstav	a po jedan neuron na prvom sloju. Neurone na slede�em
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sloju dobijamo kao sumu neurona sa prvog sloja pomno�eni odgovaraju�im
te�inama pra�en odgovaraju�om sklonosti svakog neurona (bias).

Slika 7: Primer jednog neurona

Zbog istog razloga kao i u konvolucionom sloju, vrednosti suma koje
se prosle�uju u novi sloj mo�e drastiqno da varira, zato nam je potreb-
na aktivaciona funkcija koja �e da nam obezbedi izlaz �e	enog oblika.
U praksi, najbo	e se pokazala Softmax aktivaciona funkcija zbog �ene
mogu�nosti rada sa vixe razliqitih klasa kao i da normalizuje izlaz za
svaku klasu u opseg od 0 do 1. Zbog tog raloga �emo je i mi koristiti.

Arhitekturu koju �emo koristiti je ista kao ona koja se koristila u
referentnom radu i �ena struktura je [Conv − Relu − Pool] × 2 − [FC −
Relu] × 2 − Softmax. Veliqina filtera je F , dok je ukupan broj filtera
32. Koristi�emo 2× 2 max pooling sa korakom du�ine 2.

3.1.4 Backpropagation metod

Ostalo je jox samo da objasnimo kako �e to naxa mre�a da uqi. Kori-
sti�emo algoritam koji se naziva backpropagation. Ranije smo utvrdili da
CNN spada u feedforward klasu, tj. izlaz iz jednog sloja slu�i kao ulaz
u drugi. To nam omogu�ava da naxu mre�u posmatramo kao neusmereni tez-
hinski graf, a kako je graf neusmeren on nam omogu�ava kreta�e u oba
smera.

Kako bismo objasnili ovaj metod potrebno je da uvedemo neke stvari.
Prvo �emo definisati cost function. Ona nam slu�i da nam poka�e koliko
je nax odgovor daleko od tra�enog. Postoje razliqite vrste, ali �e se u
istra�iva�u koristiti kvadratna cost funkcija, koja je definisana kao:

C =
1

2n

∑
x

||y(x)− aL(x)||,
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gde je y(x) izlaz iz mre�e u obliku n-toqlanog vektora, dok je aL(x)�e	eni
izlaz (izveden iz etikete koju imamo za svaki podatak) i gde je n broj slika
koju je mre�a do sada obradila.

Kako je nax ci	 da izlaz bude xto bli�i tra�enom, logiqno je da
�elimo da minimalizujemo naxu cost funkciju. Jedan od naqina da se to
uradi je pomo�u gradient descent metode. Ona se zasniva na pronala�e�u
lokalnog minimuma za bilo koju vrednost. Razlog zbog koga tra�imo lokal-
ni minimum je taj xto kada bismo tra�ili globalni bili bi nam potrebni
superraqunari, jer dimenzije unosa funkcije su jendake broju neurona xto
je reda 1012. S toga, raquna�e izvoda takve funkcije bi oduzelo previxe
vremena. Zato tra�imo parcijalne izvode, jer je nama bitno da samo diver-
giramo ka tom minimumu, nikako od �ega. Drugim reqima pokuxavamo da
na�emo bilo koji vektor po kom bismo mogli da se kre�emo pod uslovom da
naxa potencijalna energija uvek opada. Zbog velikog broja slika koje su
predodre�ene za trening mo�emo da trvdimo da �emo u nekom trenutku do-
sti�i taj minimum. S toga, potrebno je da na�emo bilo koju promenu te�ine
ili promenu sklonosti nekog neurona, a da se pri tome C (cost function)
sma�i.

Slika 8: Gradijent opada�a

Potrebno je da jox definixemo qetiri osnovne jednaqine (qetiri osnov-
na postulata) backpropagation metoda. One su nam va�ne iz jednog prostog
razloga xto matematiqki teme	no objax�avaju ceo proces:

δLj =
∂C

∂aLj
σ′(zLj )

δl = ((ωl+1)T δl+1)⊙ σ′(zl)

∂C

∂blj
= δlj
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∂C

∂ωl
jk

= al−1
k δlj

Prva jednaqina nam omogu�ava da izraqunamo grexke svih neurona na
posled�em sloju. Te vrednosti �emo koristiti da bismo zapravo izraqu-
nali grexke neurona na svim ostalim slojevima pomo�u druge jednaqine.
Kada smo izraqunali sve grexke, iz posled�e dve jednaqine je zapravo
lako izraqunati stopu promene te�ina kao i sklonosti svakog neurona po-
jedinaqno. Otud i ime samog metoda, izraqunavamo grexke kre�u�i se od
posle�eng sloja ka prvom.

3.1.5 Hiperparametri

Hiperparametri, za razliku od obiqnih parametara kao xto su te�ine
i sklonosti, su poznati unapred i mre�a �ih ne uqi. Postoji mnoxtvo
hiperparametara me�u kojima su nama najznaqajniji dropout, stopa uqe�a,
momentum, broj epoha, veliqina gomile (batch size) i stopa opada�a uqe-
�a.

Dropout se koristi kako bismo sma�ili overfitting, tj. sma�ili grexke
neuralne mre�e na trenutno nevi�ene primere. Ovaj metod radi na prin-
cipu da tokom treninga nasumiqno izabrani izlazi iz odre�enih slojeva
bivaju ignorisani. Definiximo verovatno�u da odre�eni izlaz ne�e biti
ignorisan sa p. Tako�e, potrebno je i da pre nego xto zapoqnemo sa te-
stira�em skaliramo sve te�ine za p, zato xto �e dropout tokom treninga
naterati mre�u da pojaqa te�ine kao posledica nedostatka informacija
tokom svake iteracije. P u skrivenim slojevima treba da bude izme�u 0.5
i 0.8, dok u ulaznom sloju treba da bude ve�i od 0.8.

Stopa uqe�a je koeficijent na osnovu koga odre�ujemo za koliko �emo
da promenimo odre�enu te�inu ili sklonost du� �ihovih gradijenata.
Male stope uqe�a usporavaju proces uqe�a ali zato konvergiraju glat-
ko, dok visoke stope uqe�a ubrzavaju proces uqe�a ali ne moraju nu�no
da konvergiraju. Stopa uqe�a mo�e biti konstantna ili adaptivna. Kod
konstantne, stopa uqe�a se ne me�a sa vremenom, dok kod adaptivne, sto-
pa uqe�a se me�a kroz iteracije. Mi �emo koristiti adaptivnu step decay
metodu, koja se zasniva na principu da nakon N epoha skalira stopu uqe�a
za odre�eni koeficijent k:

lr = lr0 × k

epoch

N ,

gde je epoch redni broj epohe u kojoj se trenutno nalazimo, a lr0 poqetna
stopa uqe�a. Uobiqajeno je da na svakih 10 epoha prepolovimo stopu uqe�a.
Iako su hiperparameti unapred definisani potrebno ih je izabrati vrlo
pa�	ivo kako bismo ostvarili xto je mogu�e bo	u preciznost. Algoritam
koji �emo za to koristiti se zove Grid search. Grid search je proces koji
pretra�uje sve mogu�e vrednosti nad celim prostorom hiperparametara
tako da neuralna mre�a dostigne najve�u taqnost.
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Momentum nam slu�i da odredimo pravac slede�eg koraka na osnovu
informacije o proxlom koraku. Matematiqki ima strukturu nehomogene
diferncijalne jednaqine prvog reda i slu�i nam da spreqimo nastaja�e
oscilacija tokom gradient descent-a. Formula po kojoj se raquna momentum
je:

ωt+1 = ωt − αmt

mt = βmt−1 + (1− β)
∂C

∂ωt
,

gde je β koeficijent momentuma i �egova vrednost uglavnom iznosi oko
0.9.

Broj epoha je broj puta koliko �e celokupna trening baza podataka biti
ostav	ena neuralnoj mre�i na trening. Broj epoha treba da se pove�ava
sve dok taqnost validacije ne krene da pada pa qak i kada taqnost tokom
treninga raste, na ovaj naqin spreqavamo overfitting.

Veliqina gomile (batch size) je zapravo broj trening primeraka koji �e
se pustiti u isto vreme neuralnoj mre�i na trenira�e. Gradijent za svaki
izlazni neuron raqunamo kao usred�enu vredost svih k gradijenata za taj
odre�en neuron iz jedne gomile. Za vrednost k (veliqinu gomile) uzimamo
da bude 32.

3.2 Grupisa�e

Iako smisleno prepoznava�e svih simbola sa slike i �ihovo grupisa�e
u jednaqinu predstav	a lak posao za qoveka, ispostav	a se da i nije bax
najjednostavniji proces za raqunar iz dva razloga. Prvi je to xto se ne
pixu svi simboli iz samo jednog pokreta (bez odvaja�a olovke sa papira),
a drugi je to xto ve�ina jednaqina ima vixe od jedne dimenzije, tj. postoje
stepeni, indeksi, razlomci,...

Kao xto smo do sada vixe puta rekli matematiqke jednaqine se od-
likuju vixedimenzionalnom ug�e�denox�u i zato za svaki karakter koji
puxtamo kroz neuralnu mre�u pamtimo rastoja�e u odnosu na osu koja pro-
lazi kroz centar mase prethodnog simbola. Na osnovu te linije odre�ujemo
da li je trenutni simbol nastavak matematiqkog izraza ili je stepen ili
indeks prethodnog simbola. Xirinu i visinu simbola pronalazimo po-
mo�u metode povezanih komponenti gde pamtimo najseverniji, najju�niji,
najzapadniji i najistoqniji piksel svakog karaktera i kao �ihovu razli-
ku raqunamo visinu i xirinu. Ukoliko osa prethodnog simbola preseca
sadax�i simbol ka�emo da je sadax�i simbol nastavak matematiqkog iz-
raza. Ukoliko se osa prethodnog simbola nalazi ispod ili iznad sadax�eg
simbola ka�emo da je sadax�i simbol stepen ili indeks prethodnog sim-
bola. Proces je realizovan tako xto svaki put kada identifikujemo novi
simbol i �egov polo�aj dodajemo �egov adekvatan latex zapis na stirng
koji quva dosadax�i izraz.
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Xto se tiqe problema nepovezanih simbola situacija je znatno te�a.
Uopxte�a radi, pretpostavimo da je jednaqina jednog stepena, tj. osnovna
linija seqe svaki karakter jednaqine. U nastavku su ispisani potencijalni
iskazi koje treba korigovati:

1. znak jednakosti, u sluqaju da nai�emo na dva znaka minus qiji su
centri u opsegu ovog drugog (po x-osi) i razlikuju se po y-osi, mo�emo
da ih spojimo i da gledamo na �ih kao na znak jednakosti, jer znamo
da je niz od dva minusa nepravilan matematiqki zapis i ne mo�e se
pojaviti ni u jednom izrazu.

2. trigonometrijske funkcije, ako bismo naixli na niz karaktera kao
xto je c, o, s mogli bismo da ih spojimo u cos, sliqno va�i i za tan,
log,...

3. sin, za sinus imamo specifiqan sluqaj zato xto, u ve�ini sluqajeva,
i ne mo�emo da napixemo bez podiza�a olovke sa papira, pa bi u tom
sluqaju klasifikacioni niz izgledao kao s, |, n. U tom sluqaju bismo
ovakvu kombinaciju podrazumevali kao da je sin.

4. ≤ i ≥, ukoliko bi postojao niz znakova <, − ili >, −, redom bi se
klasifikovali kao ≤ i ≥. Va�i i obrnut redosled.

5. ±, ukoliko bi postojao podniz elemenata + i −, ili obrnuto, bili bi
spojeni u znak ±.

Slika 9: Konaqan izgled matematiqkog izraza nakon grupisa�a
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4 Baza podataka

Za bazu podataka matematiqkih jednaqina �emo koristiti bazu podataka
koja se koristila tokom CROHME-ovog takmiqe�a 2011 godine. Jednaqine
su date u obliku InkML fajla i pode	ene su u dve grupe: trening i test.
Jednaqine iz obe grupe su labelisane, tj. zna se taqan sadr�aj svakog faj-
la. Za bazu podataka matematiqkih simbola koristi�emo Kaggle-ovu bazu
podataka koja sadr�i jpg fajlove.

InkML je po strukturi sliqan HTML. Koristi se za quva�e pisanog
teksta u elektronskoj formi, gde su svi pikseli koji treba da budu obojeni
zadati koordinatama. Svaka jednaqina je predstav	ena pomo�u < ink >
elementa. Unutar jednaqine, svaki zamah je predstav	en pomo�u odvojenog
< trace > elementa, qiji sadr�aj predstav	a x− y kordinatu svakog mesta
koji je vrh olovke dodirnuo tokom vremena.

Slika 10: Primer InkML fajla

17



5 Rezultati

Prvi deo istra�iva�a se odnosi na razliku u preciznosti sistema
prilikom klasifikacije matematiqkih jednaqina napisanih pomo�u svih
osamdeset i dva mogu�a simbola iz korix�ene baze podataka i matematiq-
kih jednaqina koje u sebi ne sadr�e odre�ene simbole iz iste baze podataka.

Tabela 1

! ( ) + , − = [ ] { } 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A α |
b β C cos∗ d δ ÷∗ e ∃ f ∀ /
G γ ≥ > H i∗ ∈ ∞

∫
j∗ k l

λ . . .∗ ≤ lim∗ log < M µ N ̸= o p
ϕ π ± ′ q R → S σ sin∗

√
x

∑
T tan∗ θ × u v w x y z

U tabeli su predstav	eni svi simboli koji se nalaze u bazi podata-
ka matematiqkih simbola koja je korix�ena u ovom eksperimentu, dok su
zvezdicom oznaqeni oni simboli koji nisu korix�eni u drugom delu is-
tra�iva�a.

Iako je preciznost neuralnih mre�a treniranim sa podeb	anim i bez
podeb	anih simbola pribli�no jednaka, 98% i 97% redom, zapa�a se dra-
stiqna razlika u preciznosti prilikom prepoznava�a celokupnih mate-
matiqkih jednaqina. Najpre, u originalnoj bazi podataka deb	ina svakog
simbola je isk	uqivo jedan piksel. To bi znaqilo da jednaqine moraju biti
uslikane sa velike uda	enosti kako bi originalne jednaqine uqinili is-
ta�enim xto u bazi podataka pisanih matematiqkih jednaqina nije sluqaj.
Jednaqine su u toj bazi tako predstav	ene da zauzimaju proporcionalno ve-
liki deo slike. U tom sluqaju mo�emo da oqekujemo da su jednaqine uve�ane
i stoga podeb	ane. Udvostruqiva�em baze podataka simbola i podeb	ava-
�em za taqno jedan piksel, omogu�avamo neuralnoj mre�i da bude neprome-
�iva na deb	inu simbola, samim tim i invarijantna na razda	inu sa koje
se slika jednaqina. Mala razlika u preciznosti samih neuralnih mre�a
se ogleda u broju trening primera iz kojih je uqila neuralna mre�a. Kako
su se obe mre�e trenirale na tri epohe, nijedna od �ih nije dostigla za-
si�enost zato xto se nije primetio pad u preciznosti tokom sve tri epohe,
samim tim mre�a sa vixe trening primera se pokazala bo	om. Kako su

Tabela 2

Rezultati mere�a
podeb	a�e/simboli svi simboli odabrani simboli
sa podeb	a�em 17.29% 29.90%
bez podeb	a�a 8.45% 13.17%

18



obe vrednosti vrlo visoke, ne mo�emo da ka�emo da je ralika u 1% imala
uticaj na razliku u preciznosti celog sistema.

Drugi deo istra�iva�a se odnosi na to kako odre�eni simboli prave
razliku u konaqnoj preciznosti sistema. Iz celokupne baze podataka je
izbaqeno osam simbola koji se qesto koriste prilikom pisa�a matematiq-
kih izraza i koji zbog �ihove kompleksnosti u latex zapisu predstav	aju
potencijalne probleme. U oba sluqaja (sa i bez podeb	a�a simbola) se pri-
me�uje drastiqna razlika u taqnosti sistema. Razlog tome je qi�enica da
trigonometrijske oznaka kao i lim mogu da se napixu na vixe razliqi-
tih naqina. Na primer, neki 	udi pixu sin tako da su im sva tri slova
spojena, neki razdvajaju req na si i n, a neki pixu sva tri slova odvojeno.
Ukoliko neki 	udi pixu sitnije mogu�e je da sin spoje sa '('. U tom sluqaju
neuralna mre�a ne�e znati taqno da prepozna izraz sin( zato xto ne po-
stoji u bazi podataka simbola. Tako�e, va�no je naglasiti da preklapa�e
simbola ne mora nu�no da bude povezano sa trigonometrijskim oznakama.
Problem preklop	enih simbola je i najvixe zaslu�an za relativno niske
rezultate, zato xto raqunar ne mo�e da razlikuje da li niz isprepletanih
linija pripada jednom simbolu ili nekom skupu simbola.

Posled�i deo istra�iva�a se odnosi na procentualnu taqnost pre-
poznava�a. U prva dva dela smo posmatrali isk	uqivo konaqna rexe�a
i poredili da li izlaz modela u potpunosti odgovara unapred poznatoj
etiketi. U ovom delu se koristilo Levenxtajnovo rastoja�e kako bi se po-
redilo koliko se izlazi sistema razlikuju od zadate taqne vrednosti, tj.
Levenxtajnovo rastoja�e raquna najma�i potreban broj izmena na izla-
znom latex kodu kako bi on po sastavu odgovarao adekvatnoj etiketi.

Slika 11: Levenxtajnovo rastoja�e

Sa datih grafika se mo�e primetiti da iako je generalna taqnost re-
lativno niska, broj primera eksponencijalno opada sa pove�a�em broja
grexaka po primeru. Tako�e, proseqna procentualna taqnost prepoznava-
�a za jedan matematiqki izraz je 75% xto pokazuje da bi se korix�e�em
ovog sistema drastiqno ubrzala pomenuta digitalizacija.
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6 Zavrxna diskusija

Testira�em neuralnih mre�a nad malim uzorcima uoqavaju se male ra-
zlike u �ihovoj preciznosti. To se objax�ava jedinstvenim karakteristi-
kama svakog matematiqkog simbola xto omogu�ava neuralnoj mre�i preci-
znu klasifikaciju. U svim eksprerimentima je korix�ena konvoluciona
neuralna mre�a sa dva conv − pooling sloja i tri potpuno povezana sloja.
Aktivaciona funkcija jeReLU . U radu su izvrxena tri razliqita mere�a.
Prvo mere�e se odnosi na razliku u klasifikacionoj preciznosti sistema
u odnosu na to da li su tokom treninga neuralnih mre�a korix�eni po-
deb	ani simboli ili nisu. Sistem sa neurlnom mre�om koja je trenirana
sa podeb	anim simbolima se pokazao duplo bo	e prilikom klasifikacije
matematiqkih jednaqina nego sistem sa neuralnom mre�om koja je trenira-
na sa simbolima konstantne deb	ine. Ovakvi rezultati su opravdani jer
ne mo�emo da oqekujemo da su stilovi pisa�a razliqitih 	udi isti kao ni
olovke koje su korix�ene. Drugo mere�e se odnosi na klasifikacionu pre-
ciznost sistema u odnosu na to koji su matematiqki simboli korix�eni u
jednaqinama. Utvr�eno je da simboli koji imaju slo�enu prostornu struk-
turu kao i/ili komplikovan latex zapis sma�uju preciznost oba sistema.
Ovakav rezultat je u saglasnosti sa rezultatima postignutim u referent-
nom radu. U ovom radu je pokazano koriste�i Levenxtajnovo rastoja�e da je
preciznost sistema na nivou pojedinaqnih matematiqkih izraza 75% xto
pokazuje da bi korix�e�e ovog sistema drastiqno ubrzalo pomenutu digi-
talizaciju. Tako�e, prime�eno je da je glavni problem prilikom klasifi-
kacije matematiqkih jednaqina postoja�e preklop	enih simbola. Stoga,
xto se tiqe da	ih unapre�e�a, razvojem algoritma koji bi efektivno raz-
dvajao dva preklop	ena simbola bismo mogli da pove�amo klasifikacionu
preciznost sistema.

Literatura

[1] C. Lu and K. Mohan, Recognition of Online Handwritten Mathematical
Expressions Using Convolutional Neural Network, 2015.

[2] J. C. P. Patrice Y. Simard, Dave Steinkraus, Best Practices for Convolutional
Neural Networks Applied to Visual Document Analysis.

[3] Recognition and Solution for Handwritten Equation Using Convolutional Ne-
ural Network, 2018.

[4] Levenshtein distance. https://en.wikipedia.org/wiki/Levenshtein_distance.

[5] OpenCV. https://opencv.org/.

[6] SciPy. https://scipy.org/.

20


