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1 VYBoxg

Kako je Texmosormja mowesia HarJo J1a Ce pa3BHja TOKOM TPOIILIOT BEKA,
rnocrasia je jedTUHHja caMUM THM ¥ TIPHUCTYIAYHUja 33 BeJUKY BeNUHY JbYy/IH.
Hanac nmamo mamerHe TenedoHe u TUIHEe padyHape Koju HaM oMmoryhaBajy aa
ckopo cBe mHOpMaIHje T00MjeMO y BeOMa KPATKOM BPEMEHCKOM HHTEPBAIY
y cBera nap kiaukoBa. C Tora ce CpeJuHOM IPOILIOr BEKA jaBUO MPOOJEM Jiu-
TUTAIM3AIMje JOKYMEHATa U3 apxXuBa u Oubanoreka. Buio je jJoruvHo ma Huje
Moryfie pekymaTi cBe NITO je YOBEeYaHCTBO MKA/Ia CTBOPUJIO, TIa Cy JbY/IN J10Ce-
THJIN JI3 TO PeIlle IPaB/bembeM oipeheHor ajropurMa Koju he To ypajuTu yMecTo
BUX. 3a pa3IuKy O TEKCTa, TPODJIEeM MPeno3HaBabha, MUCAHUX MATEMATHIKUX
jenHaYnHA je 3HATHO TexKu. [IpBeHcTBeHO 300r Kon4dnHe MOryhux 3HaKOBa KOju
Tpeba 1a ce AuruTaau3yjy (Kom Nmperno3HaBamba TEKCTa MMaMo OKo 30-ax cioBa u
JleceTak MHTEPIYHKIMjCKUX 3HAKOBA, JOK OpOj MaTeMaTHIKIX CHMOOJIa JT0J1a3n
u 710 map croruna). Takohe, peun 3a pa3iuKy OJ jeJHAYMHA HEMA]y BUILIEIAMEH-
3UOHAJIHY YTHE2KJIEHOCT KaO IIITO Cy CTeneH u uHaekc. To mpeacrasiba mpodiem
3aTO IITO CBAKHU 3HAK jeHAYMHE MOPA C€ IPBO U3ABOJUTH, & 3ATHM y IPOrpa-
My KJacudukoBaru. 300r TOra je Mpeno3HaBabe jeHa9rHa TPEHYTHO JeJIaH Of
HajTeKNX MpobaemMa KOjuM ce MoJbe KOMIIjyTepcKe Bu3nje HDaBw.

W3 onpaBnanux passiora, Ha OBOM ITPODJIEMY Ce pajy MOCIeIhUX HEKOJIUKO
JereHnja. XeyprucTruKa Koja CTOjH M3a MATeMATHIKHX 3aKOHA je Oalr To mTo
HUje I03BOJHABAJIO HAYIHUIMMA J1a MPOHADy JOBOJFHO jeIHOCTABAH AJITOPUTAM
Koju he KoMmIjyTep 3HATH Ja U3BPIIU KAO U JOBOJHHO CJIOXKEH A IIPEIo3Ha U
HEKe KOMIIJIEKCHUje MaTeMaTnyake u3pase. ¥ pedepeHTHUM paJoBAMAa Cy Mpe-
CTaB/beHE IO CaJla HAjyCHeNTHuje MeTojle. JeaHa Ol HhUX je KOHBOJIYIIMOHA, He-
ypajiHa Mperka KOja ce KOPHCTH 3a IPerno3HaBame CUMO0Ja KAao U 10e0/bambe
TPEHWHT CUMOO0JIA PAJIH JOJATHOT TOOOJBIIAKHA TPEIU3HOCTHA CAMOT CHCTEMA.

WNako mmje xopuniheHa yHampes UCTPEHHPAHA HEYPaJIHA MPEXKa, TeXKUINTE
MCTPAKMBAA je OMJI0 HA CerMEeHTAIMj! MaTeMATUIKNX cuMOoJia kopucrehu jise
yTHbeXK/IeHe peKyp3uBHe (PyHKIMje ¥ HA XEYPUCTUIN 3a TPYIHUCAhe THX CUMOO-
Ja, y3 nopeljeme ncTor MeTosa aji OBOI IyTa Ca MPEKOM HMCTPEHHUPAHOM Ha
nojebpanuM cumobimMa. Cucrem y Ipyrom ciydajy je ZocTurao 3uadajuo sehy
TAYHOCT IITO je U OUJI0 33 OUYEeKUBATH jep ae0/pbruHa KapakTepa Huje YHHPOPMHA
Beh 3aBucu o1 cTUIIa NKUCAKHA 10j€IUHIIA.



2 Meton

KommnekcaocT npobiieMa MoBIAYH U CII0KEHOCT AJITOPUTMA 33 FeTOBO U3BO-
beme. Ilocrynax je mpukasan ma caunu 1. [locrymak ce cacroju om mpesohema
RGB cnuke y Grayscale, cermenraryje, kiaacudukaimje u rpymnucama. JIsa
KJby9HA KOPAKa OBOT aJITOPUTMA Cy CEIMEHTAIMjd W TIOHOBHO IPYIUCAE CHM-
6osa y latex xkox. /la Ou ce u3BpIua cerMeHTaImja noTpedHo je MpBO MpUITpe-
MuTH ciauky: npesectu RGB cTpykrypy ciauke y Grayscale Ky u yKJIOHUTH
IyMOBe. ¥ KJIamhalbe IIIyMOBa je MOXK/IA jeJaH O HAjBAXKHUjUX I0AJITOPUTAMA,
jep ykomuko ocrany Heku npenwsu (foreground) MUKCeNu, MUKCENU KOJjU HOCE
nadoOpMaImjy, aaropuram hie ux KIacuOUKOBATHO KAO 13 CY HEKHW O MOTyhux
MaTeMATUIKUX CUMOOJIA W HA TAj HAYUH JIErPASUPATH KOHAYAH HCXO/I.

SLIKA —> GRAYSCALE —> JSEGMENTACIIAg§ —>

GRUPISANJE
+

KLASIFIKACIJA —> DISPLAY

HMM

Cnuka 1: Biok mema aaroputMa 3a Mperno3HaBamhe MATeMATHIKUX jeTHATNHA,

Taxobje, kopurmihieno je momeb/paBame cumboIa n3 Oasze momaraka. ¥ 6asu
MO/IATaKa KOja, je KOpHIIlieHa 33 TPEHWHT HeypaJHe MpeXke CHMOOJIHN Cy jemaH
nukces Jeospune. IIpe cBera, 3 UCKycTBA 3HAMO /14 Ce€ CTUJIOBU IINCAMHA 3HAT-
HO pa3iukyjy. Pa3mukyjy ce m 0/I0OBKe KOjuMa IMHINEMO IITO JOBOIAU [0 TOTa
Ja je moTpeOHO HAIIPABUTH CHCTEM KOju he OWTHM MHBAPHjAHTAH HA CTHJIOBE U
pa3anUuTe 3ammce ueTor cumbosa. 3a permaBame mpobieMa WHBAPHjAHTHOCTH
kopurithena je byukiuja dilate n3 6ubanoreke OpenCV ca KepHesoM O0JIHKa

0 0 O
K=10 1 1
0 1 0
Ha Taj HAYWH je 00e30eheno 1a ka1a KepHes Oy1e HTepupao 1mno MaTpuny moaed/ba

CBaKHU ITHKCEJI TaAYHO je,ﬂHOM.

2.1 bBoraheme ba3e momaraka

I'maBHm 1m/b OBOT Jesia MpojekTa je Hamorpaama mnocrojehe 6ase momara-
Ka. Haawa ma Koju To pamumo He Tpeba ma Oyme mpom3Bo/baH, Tpeba 1a Oyime



TAKaB /I3 3aIIpaBoO 00e30e/i CYIITHHCKU ApyTraduje CIuKe u3 Kojux he Harma He-
ypaJIHa MpeXKa YUIuTH. ¥y MPAKCHU Cy HAJKOPHUINNEHnje IBe MEeTOIe: KOCA MUCITPAB-
ka (slant correction) u enactuune tpancdopmanuje (takohe mocroje u adune
TpancdopmMalmje anu muMa ce Heliemo 6aBHTH 3aTO IITO jé KPO3 HEKOJTHUKO Ha-
YUYHEX PAJ0Ba MOKA3aHO Ja UMajy 3aHeMapJbUB YTHUIA] HA KBAJIUTET HEYPAJTHE
MpEXKE).

ImaBua moenTa Koce mcmpBake je ma 06e30eauMo Ja HAIl CucTeM Oyae WH-
BapHUjaHTAH HA pa3JddnuTe CTUIOBe mucame. /ledunucahemo kocuny kao yrao
y cMepy KasaJsbke Ha cary (clockwise) uamely BepTUKajHE 0Ce M JOMUHAHTHOD
mpaBIa J1aTor kapakrepa. Meroga Koja ce JocTa KOPUCTH y mpakcu je Mero-
Jla BepTUKaJHE Lpojekuuje. 3a 1oyerak, noMoly omneparopa cmunamwa (shear
operator) ce MOYKe HAIPABUTH CET KOjU Ce CACTOJU Ol PA3IWYIWTUX BEITAIKN
uckomenux cauka. OBO ce paau u3 pasjora a3 YKOJIWKO je yrao KOCHHE (v OHJIA,
Ta WCTa CJINKA HAKPWB/bEHA 33 HETATUBHY BPEIHOCT yTIJIa (v j& 3ampaBO HCIpa-
BJbEHA CJTHKA.

Caza ce mocraB/ba jeIHO BPJIO BAXKHO NMUTame. 3amiro O HAM €JIaCTUIHE
Tpancdopmaruje buae KopucHuje o1 apuHUX U 3aIITO O HAM yOIIITe Tpedasie
om0 kakee Tpancdopmarnuje Tor Tuna’? McnocraBpa ce ga esactudHe maedop-
Mallfje 3ampaBo OJJINYHO yUe HEeypPaJIHy MPEXKYy Ha, CJIydajHe, HEKOHTDPOJIMCAHE
ocnmnanuje mumuha pyky Hacrase uHeprujom. ¥ adwune TpancdopMmarmje crna-
Ja poTaIinja, TPAHCIAIMja 1 XOMOTETHja OJHOCHO cKamupame. Hujeqna ox oBux
rpancdopmaligja Helie CcylTuHCKY TIPOMEHUTH KapakTep. 3aTo ¢y HaM moTpeod-
He ejacTudHe Tpancdopmanuje koje ie y cBum mpasimma 13 pa3Byky oapelherun
KapakTep. JeJaH o7 HAYMHA HA KOjU TO MOXKE 71 Ce UMILIEMEHTHUPA je 73 3a CB-
KaKW TUKCeJT Ha [eJI0j cuiy moMohy dyHkuiuje random OIpeauMo 33 KOJTHKO
hemo marm mmkcen ma rpancampamo mgyxK obe oce. Ilomepama cy jemmao moryha
Ha MecTa cycemHux nukcesna. Ha Taj Hagusa 6MCMO yaIBOCTPYIUTH TEJIOKYIIHY 6a-
3y MOJaTaKa M 0OOTATUTHU je KapaKTEPUCTUKAMa, KOje WHaUe He OUCMO MOTJIN 113
npukynumo. Mehytum, kako 6a3a momaraka cuM00J1a 1 6a3a MOJATAKA THCAHUX
MaTEeMATUIKUX jeTHAYNHA HUCY CHHXPOHU30BAHE OWJIO je TOTPEeOHO W3BPINATH
nozebrpame 6a3e nogaraka cumbosia (noaspcera ejacTudnux gedbopmaryja) Kako
Ou ce U3BPIIUIA BEPOJOCTOJHA MEPEhA.

2.2 O6pazna cauke

IIpouec obpaie ciimke 0OyxBara CBe OHE IPOMEHE U MOAUPUKAIIIje HA CIIUIN
KOje YWHe CJIMKY MOTOJHWjOM 3a Jasby oopamay. OBaj 1e0 MOXKEMO TOIEUTH Ha,
Tpu mporieca: npersapae RGB cauke y Grayscale ciavky (ciuka Koja caapxku
UCKJbYYUBO HUjAHCE CHBE), YKIAbhame NIyMOBa U OMHAPU3ALU]A CIIHMKE.

2.2.1 IIperBapame cauke uz RGB y Grayscale

Ykoauko oucmo paguiu ca RGB ciaukoMm Mopasiu OMCMO /1 33, CBAKH IIHK-
CeJl Ha CJIMIM BOJMMO padyHa O KOJWYMHHU I[PBEHe, 3ejeHe U 1ase 6oje. 3aTo
MOjeTHOCTAB/BYjEMO CJIMKY TAKO IMTO NeMO TpW BPEIHOCTH 3aMEHWTHU j€IHOM
Bpennoctu, Tj. Grayscale Bpeanoctu. Popmysta kojy hemo 3a To0 KOpuCTUTH je€:



Y =0.999R + 0.587G + 0.114B,

rae cy Y, R, G, B pesiom 03HaKe 3a KOJMYMHY CHBE, [[PBEHE, 3eJIeHe U I1aBe 0oje.

2.2.2 VYkJiamarme IIyMOBa ca CJUKe

Kako je xapaBep HEmTO IMTO je YOBEK CTBOPHUO, JIOTWYHO je 1a Hehe yBek
pauTH y TOTIYHOCTH Kao INTO je 3aMuIlybeHo. ['pemike xapaBepa ce HA3uBajy
myMoBH. 360r pa3Boja y caMo]j eJIeKTPOHUIM Te TPEIIKE Cy CBe Matbe u pehe, amu
Cy U Ja/be IPUCYTHE W MOIY MPAaBUTH IIpobiieMe MpuimKoM fasbe obpaze. Ilo-
CTOje BHIIE BPCTA IITyMOBA Kao IIITO Cy cO U OMOep 1yM, UMIYJICHNU ITyM, ['aycon
mym u MEOTH Apyru. Kako je I'aycos niym Hajydecranuju Ha cinkama, 6aBulieMo
ce caMO FeroBUM HM30JI0BAIHEM JOK NeMO OcTajie CMAaTPATU 3aHEMAPJHUBUM.

Hauwnn na xoju hemo ma m3BpmIMMO yKIamarbe IMIyMOBa je KpPajibe jeTHOCTa-
BaH: 3amennhemo 60jy ompeheHOr muKcesaa ca yCpearbeHOM BPEIHOCTH JIPYTHAX
MUKCEJIa U3 HEeroBe cpeauHe. 3a TO je MOTpedHO J1a mpoHaljeMo candHe muKcese.
Onn He MOpajy Ja ce TpaHWYe ca JATHM IHUKCEJIOM. Y3MUMO 3a MPHUMEp MIape
KOj€e ce IOHABJhA]y. 3aTO je BasKHO /Ia CKEHHPAMO [IPOIOPIIMOHAIHO BEJIUKH JI€0
CIMKe KaKO OMCMO IPOHAIILIN IIITO je BuIle Moryhe mukcesna Koju mojacehajy ma
HaIll OpUruHaJIHN nukKces. JIBa mukcesna Jjinde yKOJIMKO Cy MM BPEIHOCTHU IIPH-
6mxmo jennake. /la 6ucmo To onpaanan Kopuctuhemo GyHKINjy n3 6mbano-
texe OpenC'V koja ce 30Be fastNLMeansDenoising.

2.2.3 Bunapusanuja

Bunapuszanuja je mporec y Kome ce cBakoj Bpemroctu Grayscale mukcena
Jojesbyje jeina o ase Moryhe BpeHoCTH, KAo IITO U UME AJly/IUpa, T€ BPEIHO-
ctu cy 0 mam 255. Y HarmeM ciayvajy nukcesan Koju oymy mmaan spearoct O 6uhe
npeawu (foreground) nukceaw, 10K OHUM Kojy Oymy mManaw BpemHoct 255 Gulie
saamwu (background) nukcenu. la 6GucMo TO ypaauiu noTpe0HO je ja 3a CBaku
MUKCEJT 3HAMO MpAar Ha OCHOBY Kojer heMo My JOIeTUTH aJeKBATHY BDPETHOCT.
IIpar wim rpaHwYHy BPEIHOCT MOXKEMO M3a0paTH TAaKO Ja Oye jeInHCTBEeHA U
yHamnpen oxapehena, anum mocroje m mameTHuje MeTone Koje hie mam momohu ma
OTITUMU3YjeMO HAIy OWHAPU3AIH]Y.

JIBe MeTozIe KOje Cy ce 10 caja moKa3aJje Hajoos/he y MPaKCH Cy MeTOa aJgall-
TuBHe rpanuyte Bpeanocru (adaptive thresholding) u Orosa merona. Obe me-
TOZIe UMajy CBOje MPETHOCTH Kao u cBoje maHe. OroBa Merona uma Behin mpore-
HAT YCIEMIHOCTU yKOJMKO Ce Paju ca ODUMOJAJIHUM CJauKama. Bumonasine cim-
Ke Cy CJIMKe Koje Ha cBOM rpaduKy 3aBUCHOCTH Opoja MUKCeIa O HUXOoBe 60-
je uMajy 2 npesoja (peaks). Haxajocr, y HallleM Clydajy TJe OCBET/HEHOCT
cnuke Hehe OMTH caBpIieHa, TOTPEOHHW Cy HAM JIOKATHE IPAHUYHE BPETHOCTH.
3aro hemo kopucruru agantuBny meroay. Kopucruhemo dyurnujy adaptive
Threshold u3 6ubaunorexke OpenCV | a Kao aganTUBHY METOy NeMO KOPUCTUTH
adaptiveT hreshGaussianC.



2.3 Cermenranuja

ITocmarpajmo obmuny Heypasany mpexy. OHa HA CBOM m3j1a3y mMa oapehen
6poj HEeypOHA, TJe CBaKKM HEYPOH IPECTAaB/ha BEPOBATHONY ca KOjOM HEypasHa
MpexKa MOXKe J[a MPOIEHH J1a i ce oapehenn o6jekaT HAIA3M HA CJUIU WU He.
[Mocmarpajmo casia npumep mareMarndkux u3pasa. CKyIl CBUX HOTEHIUjATHUX
dopmyna je onpehen ceum Moryhimm KoMOWHAIMjaMa MaTEMATHIKHX CHMOOIIA
IIITO MPENO3HABAHE MEJINX M3Pa3a YNHU HeMOryhuMm, ajm je 3aT0 CKym MaTeMa-
TUYIKUX CHMOOJIa KOHAYAH 114 Ce 3aTO M3BPIMABA CEIMEHTAIIN]a.

Y IpeTxoIHOM ey je HATOBEIITeHA BAayKHOCT yKJIAmbabha IIyMOBa, & Y OBOM
geiy he buru u objammema. 3a MOYETaK, yBEAMMO HYMEPUUIKY METOLY KOja
ce Ha3WBa XUCTOTPAMCKA TIPOjeKINja KOja HAM CIYXKW 33 WCTUTHBAFHE J1a, JIN
ce HeKW J1e0 jeTHAYWHE HAJIA3W Y JATOj BPCTU WJIN KOJIOHW CJIMKE TIIE€ Ce BPCTA
¥ KOJIOHA CJIMKE OJHOCH Ha, BPCTY W KOJIOHY NHWKCEJIA KOJU YWHE ATy CJIUKY.
V JaToM eKCIIEpUMEHTY Cy KOpHIllieHe JBe XHCTOIPAMCKE METOJ/e: BEepPTUKAJ-
Ha U XOPU30HTAJIHA. BEPTHUKATHA XUCTOIPAMCKA METO/a padyHa Opoj mpemmbux
[UKCEJIA 38 CBAKYy KOJIOHY Ha cjiu. AHAJIOIHO ce JeduHuIe U XOPU3OHTATHA,
XUCTOTPAMCKa TPOjeKIInja.

A = (—1)

Cnuka 2: [Ipumep MareMaTwdKOr u3pasa

Broj prednjih piksela
Horizontalne linije piksela

20 30 40 50 60
Broj prednjih piksela

0 100 200 300 400 500 0 10
Vertikalne linije piksela

Cnmka 3: Beprukaina u XOPU30HTAIHA TPOJEKITH]a

ITocmarpajMo mpuMep MaTeMATHIKOT M3pa3a Ca CAuKe 2. YKOJUKO TOTe-
JAMO heHy XOPU3OHTAHY XUCTOTPAMCKY TPOJEKITNjy, Ha CJIUIN 3 MOXKEMO 3a-
K/BYUHATHU 13 Ce Ha CIUIM 2 HAJa3W CaMO jeJlaH MaTeMaTWIKWd M3Pa3 jep ce Ha



JIATOM JijarpaMmy yodasa jeJaH u camo jesad Gper (HU3 LOBE3aHUX PEJOBA HA
CJIUIM TaKBUX I3 CBAKH PEJ, Caap KU OapeM jegan npeamu nukcen). Camaao ce
nobwuja mocmarpajyhu BepTUKAIHY XHCTOTPAMCKY mpojeknujy. Moxe ce youutu
HE3 O] ceaM OPeroBa KOju JUPEKTHO OArOBapa a€KBATHUM CHMOOINMA Y Ma-
TEMATHIKOM U3pa3y. Y OBOM MPUMePy Cy Ouie TOBOJHHE IO jeTHA XOPU3OHTAIHA,
¥ jeJHA BEPTUKAJIHA MIPOjEeKIHja, /13 OMCMO MPOHAILIN CBe CHMOOJIE Ca CJIUKE.
Hapagmo, T0 He Mopa Ja Oyze TeHepaIHy CIydaj ca MAaTeMaTHIKNM M3pa3u-
Ma. Ha mpumepy passiomka y GOm0 K0joj jeTHAUYMHY Ce MOYKE jACHO YOUUTH 1A je
HaKOH XOPU30HTAJIHE U BEPTUKAJIHE IIPOjeKIIHje YCIeHO cerMeHTrpana Behuna
cuMbosa anu OPOjUIaL], PA3IOMatKa IIPTA ¥ KMEHUIAIL HEKOT pa3ioMKa he outu
padyHapy IMpeaCcTaB/beHH Kao jedaH 00K cianke. VIHTYUTHBHO Ce jaBiba HIEja
Jla YBEJIEMO TOIATHY KOPaK, HOBY XOPM3OHTAIHY Tpojeknnjy. TakBo perniemme he
YHAIPEeIUTH aJaropuTaM, aau je moryhe 1a ugaspe win Opojusial MM NMeHUIaI]

3
CAIP’KU HOBU MATEMATHIKY W3PA3. Y3MUMO 33 TPUMED MATEMATUYKN U3PA3 ?y
Xopu3oHTaaHa Mpojekimja ie HaM U3IBOjU 1e0 u3pa3 JIO0K he BEPTUKAIHA IPO-
jeKIuja pacdaJaHuTU U3pa3 Ha JiBa JIesa: z u y. Haxkasmoct, mpBu geo u3pasa je

¥ Ja/be HEKW M3pa3 Ma je MOTPeOHO MOHOBO W3BPIIUTH XOPU3OHTAJIHY MPOKEIH-
jy xako 6ucmo m3asojusu 3, — u 7. VI3 oBOr mpumepa MOXKEMO 3aKJbyUIUTH 14,
je moTpebHO HAM3MEHUYIHO PEKYP3WBHO MO3WBATH XOPU3OHTAIHY W BEPTUKAIHY
IIPOjEKIH]y.

Teopujcku, oBakaB HU3 MOXKeE J1a, ce HacTaBu y beckonagnoct. VI3 mpocror pa-
3J10Ta, KOHAYAH OPOj XOPUBOHTAHUX W BEPTUKAIHUX MTPOjEKITHja O OMIa ampoK-
cumanuja mpobsemMa, 3aTo je y OBOM eKCIIEPUMEHTY HCKOPHUIheHa MOryhHOCT
PEKyP3UBHOT MpOorpaMmuparma y mporpamckom je3uky Python. Kao u 3a cBaky
PeKyp3ujy moTpebHO je medWHHUCATH OCHOBHHU CIIydaj, CIy4daj KaJa Ce PeKyp-
3uja npekuga. [IpBa umeja Koja ce jaB/ba je ma MPEeKUHEMO PEKyp3ujy Kaja He
MOYKEMO Ja 100MjeMO HOBe Marhe OJIOKOBE CIIMKe, Tj. KaJa ce Ha rpaduky oba
XHCTOrpaMa jaBjba caMo jeqan npesoj (neax). To 6u paauio y jgaboparopujcku
CaBPIIEHUM YCJIOBHUMA, IO TPETIOCTaBKOM 13 he cBaku cuMOOJ OWTH Kaju-
rpad)CcKu HAMWCAH IMTO HE MOpa aa Oyae ciaydaj. YKOIMKO y3MeMmo uzpai a¥
MOXKEMO NPUMETUTH Ja je BEpoBarTHO na he meku neo y npehm y Beprukasmy
MPOJEKIjy O a. ¥ TOM CIy4ajy pekypauja Ou ce 3ayCTaBmUIa MaKO CErMEHTAIV-
ja umje 3aspirena. Kao ucnpasak 3a oBaj mpobsieM, Ha Kpajy CBAKe PEKYpP3Hje
ce m3Boau flood fill amropuram 1mTo je Moryhe camo 3aTo IITO Ce CBAKK MUKCEJ
IPAHUYM €A jOII YeTUpHU NuKcena (He padyHajyliu mukcesie Ha UBUIM CIIMKE),
Tj. TAKO OMHAPU30BAHY CJIUKY MOYKEMO MIPEJICTABUTH KAa0O OECTEKMHCKHU rpad ca
JMCJYHKTHUM KOMIoOHeHTaMa.. Flood fill anropuram npersapa 0JIOK MaTpuie
cauke y OeCTeXWHCKU HeycmepeHu rpad u HA memy oapehyje 6poj moBesaHux
KOMIIOHEHTH ¥ MapaJIeIHO Ca THM MapKUpPA MHUKCEJe Ca CINKE Ca OnroBapajyhnm
peanuM OpojeM KoMioHeHTe rpada. AsiorpuraM je UMILIEMEeHTHpaH KopucTehn
dyuknujy label n3 6ubaunorexe SciPy.



A = (= 1)

Crnuxka 4: Ilpumep cermenTarmje

2.4 lloreunmjagau npobjaeMn NPUINKOM CETMEHTAIINje

[IpoGaeme Moxkemo mozennT y aBe rpyrme. IIpBoj rpymm mpunamajy mpe-
kJTanama n3melhy cumbona. Ona HACTajy KAao mOCaeauIa Op3uHe nucama. Taksu
cumbogu cy log, sin, cos,.. Takole, Ty mory OuTu OnjI0 KOja HeKe/beHA TPEKJIa-
nama m3Melhy 6mmo Koja aBa cuM00J1a, 3aTO IMITO MU 33 IPEIIOCTABKY Y3UMaMO
ma he cBu cumbosim O6utu MeljycOOHO OIBOjeHH, IIITO TeHEePATHO He Mopa Ja Oy-
ge caydaj. pyroj rpymnu npumnagajy cuMO0H KOjU Ce ALY OBOjEeHO, CTOra, HE
MOXKEMO J]a 3HAMO /1A Jin JaTn hparMeHT MPUTIaIa jeTHOM WU APYToM CHMO0ITy
nin je cumbout 3a cebe. TakBu cy cumbomnn + uiam =.



3 Kiaacudukaimja Kapakrepa

3.1 KoHBOMyImmoOHe HEypaJIHE MpeXKe

CNN je jenna on Kj1aca gyOOKUX HEYPAJTHUX MPEXkKa U jelIaH O MHOTOOPO]-
HUAX aJIropuTaMa AyOOKOr yuema KOju HaMm oMoryhaBa /1a MOMONY ydYWBHX Te3-
xuna (weight) u ckaonoctu (bias) unenrudukyjemo oapenlene objekre, Tj. na
omoryhumo padyHapy /[ia uMa UCTY IepIentnjy 1 Moh 3anakama KOjy MU JbyIu
umamo. [iaBna paziuka usmehy CNN u apyrux HeypaJlHUX MPEXKa je Lpucy-
cTBO KOoHBOJyTIMje. KoHBymyIja je MaTemaTnydka omeparuja HaJl 1Be MyHKIHje
n 3a npoAyKT nMa Tpehy dyukunjy. ¥ cayuajy C NN, KOHBOIyIHja HAM CJIYKHU
Ja O yIAa3HMWX IOoJaTakKa, MoMohy oapehenmnx dpmarepa n KepHaIa HAIPABUMO
Mamy omnuka. Ha mpumepy ca OpojeBuMa Te OmjiMKe MOry OUTH ompeheHa 3a-
KPHBJbEHHA WU CTPOTU OLITPH yIJIOBU,...

Mozxe ce nanpasutu oapeljera ananoruja ca Hama. oK MO jOIT MaJjIu, POIH-
TeJ/bU HAC YUY€ TAKO IIITO HAM TIOKa3yjy 00jeKTe u M3roBapajy muxoBa nMmena. Ha
Taj HAYUH MMOBE3YjEeMO IIPeIMeTe Ca UMEHUIOM KOjy uyjemo. Haxxamocr, nehemo
YBEK CBe HAy4YWTHU U3 MPBE, 3aTO Cy HAIIKM POIUTE/bU Ty JA HAC UCIPABE KAKO HE
o6ucmo caenehu myT HAIPABUIN UCTY rpeiiky. TakaB HAUWH yaema y KOMIIjyTep-
CKOj HAyTIM ce HAa3WBa HAJTJIEIAHO yUere, 3aTO TTO TAYHO 3HAMO IITa, Pe3yITaT
Tpeba ga Oyze. Y ciydajy TadHOT OATOBOpa Harma Mpexka he Omtu marpabena,
0K fie y cynpoTHOM OUTH KaXKibHeHa.

Kowmmjyrepcku HepBHE cucteMm je BpJio ciudan Hamem. Cacroju ce o Mpexe
Koja caJprku orpoMan 6poj Heypona. Ha ocHOBY mMmIrysica Koje IpUMH HEYPOH U
3HAYaja CBAKOI' MMILYJICA, HEYPOH OZJIy4dyje Ja JIi [ Ce AKTUBUPA U /14 [IPOCIe-
W WMITYJIC Jajbe KPO3 MPEXKY WJIM Ja aKCOH OCTaHe 3aTBOPEH W Ha Taj HAYWH
CIIPeYN TPOTOK. Y KPATKO, CBAKM HEYPOH MOYKEMO J1a TOCMaTPaMO Kao CKYII yJia-
3a, CKyI TeXKWHA W aKTUBANMOHY GyHKIH]jy. Ta meljycobHa moBe3aHOCT HEYPOHA,
riacudukyje CNN y rpyny feedf orward neypamaux Mpexa.

ITocroje paznuuure Bpcre HEypoHa, W OHE 3aBuce oi crajujyma (cioja -
layer) Mpexke y K0joj ce Hasa3e. Tpu OCHOBHA CJIOja Y CBAKO]j HEYPAJIHO] MPEKU
Cy yJ1a3HU, CKPUBEHW W W3JIA3HU CJIOj, CTHM IITO MMaMO CaMO jeJaH yJIa3Hu U
W3JIaH3H CJI0j, JIOK CKPUBEHHUX CJIOjeBa MOXKEMO MMAaTHU BHIIE Y 3aBUCHOCTH O]
cTpykType Mpexke u Tumna npobiema. Y caydajy CNN TO cy KOHBOJIYIIMOHH,
AKTHUBAIMOHU, pooling 1 MOTIIYHO IMOBE3aH CJI0j.

3.1.1 KOHBOJIyIIMOHHU CJIO]

KonBomymmonn ¢j10j je HajBayKHUJU CJIOj Y OBOM MOJETY U OH CJIYXKH 3a TPY-
Oy [eTeKInjy Ha CJWIHA, Tj. 33 MpOHAJAXKEme oaroBapajyhux mabdsona Koju he
KacHHUje oJakmarn camy Kiaacudukanujy. Kapakrepucrrka oBor cioja je mpu-
cycrBo dunrepa (kepuasa) Koju caipku oxpehene rexxune. Ha noverky cy re
TEXWHE HACYMUYIHO JOe/hbeHe aJli UX MPEXKa yuu KPOo3 ernoxe TUMe MoO0IbIIaBa,
nepdopmance.

O6jacuuhiemo npunimn Kaa je Ha yiasy cauka aumensuja W x W x 1 (ysenu
cMmo 1 3aT0 1ITO HA y/Ia3 J0Ja3% grayscale CIUKA IIa HUCY TOTPeOHA TPU KaHAIA,



3a RGB). Heka umamo D pasnuunrux dunrepa, ca kopakom S. Caku duirep
MOjeIMHAYHO TPEJIA3U MPEKO MATPHIE yIa3a W PAdyHa MPOW3BOI, MO CIIEIH-
dbuvHOM MpaBUITy MHOXKema Marpuiia. CBaKO MOJbe TPBE MATPHUIIE CE MHOXKHU Ca
onroBapajyhuM mospeMm JIpyre MaTpPUIe W Kao MPOU3BOJ OBAKBOI MHOXKEHA Ma-
Tpuia ce 100Hja cKagap. 3aTuM padyHa 30up eleMeHaTa MTPOU3BOIAA U yIHCYje
ra y oaroapajyhe mospe Marpuiie u3iaza, ¥ TAKO 33 CBaKM OJ JaTuX (uiarepa.
Ha uznasy he ce mobutu TpomuMensuonaana marpuma Wi x Wi x D, tae ce Wi
padyHa 1m0 HOpMyIIH:
Wy =(W—-F+2P)/S+1,

rae je F' nuMmen3uja KepHasa, S KOpak, Tj. 3a KOJUKO he KepHas 13 ce TOMEpHU
y JIeEBO TIO CBAKOj WTepanuju u P mupwHa OKBUPA OKO CIWKE KOjU Ce CacTOju

on myna. I'ymaBHa yrora mmpwHe OKBHUpA je Jla OAprKaBa JAnMeH3uje yaa3a. Hosa
MaTpHIIA IpecTaBba yiaa3 3a cieaehn cioj.

Input Filter
[ T
:4 9 2: 5 8 3
T T 1 0| -
! 2 1 4 |0 | 3
U 0y T 1 0| -1 —
2 |4 |514|5]|2 o -
=T 1| 0| -
5 64 5 4 7 8

T Parameters:
S| T 9]2]1 Size: f=3
i N ceeeneeae-- Stride: s=2
4 .
S| 8|5 |3 |8 Padding: p=o0

Dimension: 6 x 6

Cauka 5: KonBosymmja

ITorpebHno je jomr momaTHO HAIOMEHYTH /13 aKTHBAIMOHHU CJ0j KOJU CMO IIO-
MUBAJIA MOXKEMO CBPCTATH KAO JIPYTH JIE0 KOHBOJLYIMOHOL CJI0ja. AKTHBAIMOHU
CJI0j HUje HHUIITa JIpyro Hero obmvHa yHKIMja. Kako BpeaHOCTH y HOBOj Ma-
TPUIU MOT'Y BapUparH, MOTPEOHO WX je mycTuTu Kpo3 oxpeljeny dyHKIujy Koja
he na HOpMasm3yje Te BpeaHOCTH. Y TJIABHOM KEJIUMO 7@ CMECTAMO CBE T€ BPe/i-
Hocru y omcer oz 0 10 1, jep Ha usnaldy keaumo BepoBaTHoNy /cUrypHOCT KOjoM
MOKeMO Ja uiaeHTudukyjemo ogpehenu objekar ma caumiu. Hapasno, mocroje
7 JIpyre BPCTE aKTUBAIMOHWX (DYHKIIMja ca PA3JIWIUTHM OTICE3MMa Kao IITO je
ReLU dyukmuja kojy hemM0o My KOPUCTUTH y HAIOj HEYPAJIHO] MPEXKH.

3.1.2 Pooling cJoj

Jlumen3uje camKe MOTy OWTH BeJMKE, CAMHM THM y MpPeXwu fie mocrojaru
orpomaH Opoj HeypoHa 1mTO he JPAaCTUYIHO YCHOPUTH HPOIEC yUema. 3aTo HaM
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je morpeban ozpehen c10j y HAIIO] Mpexku KOju hie CMambuTH AUMEH3Hje€ MATPU-
e, a y UCTO BpeMe cadyBaTu CBe OuTHe mHpOpMaNuje, Tj. Hehe mopeMeTuTn
riracudukanujy. JIpyru pasmor yBohema 0BOTr ciioja je TO mITo Ha m3j1a3y Tpeda
Jla IMaMO BEKTOD Oj 1 ejieMeHara (n npejicTaBba OPOj PA3IUYUTHUX MIPEIAMETa
KOja Hallla MpeXKa y4u Ja IIPero3Ha), APYruM pednma Tpeda CJIUKY HEKAOKO 13
crakyjemo y BekTop. CBaKd WjiaH TOI BEKTOPA HPEJICTAB/ba BEPOBATHONY 1a ce
Taj objekaT Hamasn Ha caunu. Ha npumep ako je v[3] = 0.92, To 3uaun na obje-
KaT KOjU OroBapa peaHom 6pojy 3, mma Beposarrohy on 92% ma ce mamasu Ha
CJIUITH.

IMocroje aBe ocHOBHE BpcTe OBOI cioja: cpeamwu pooling (average pooling) u
makcuMasian pooling (maz pooling). CaudHO KAO U KOJ KOHBOJLYIUOHOI' CJIOja
u oBzie uMaMo bUITEp caMo OBOT MyTa 6e3 TexknHa. AKO Cy ylasHe JUMeEH3HUje
marpuite Wi x W1 x Dy u mpocropua aumen3uja duarepa F ca Kopakom S,
auMH3Eje mpon3Boga cy Wao X Wa X Do, rae ce Wy u Do pauynajy mo dbopmyin:

Wy=W,—-F)/S+1

Dy =Dy
Max Pool 7
—_—
Filter - (2 x 2)
Stride - (2, 2) 8

Cmuxka 6: Pooling cioj

3.1.3 IlormyHo mmoBe3aH CJIOj

TTonyHo moBe3aHu €10j CIafa y rpyIy KIACH(PUKAIMOHUX cIojeBa. To 3HaqIn
Jla ce OH HAJIA3W HA KPajy caMe MpexKe U IHeH M3J1a3 je W U3J1a3 Hallle MPEexkKe.
Kao mro cmo Beh peksim KOHBOTYITUOHE U Pooling CJI0j CIyKe 3a IPOHATAKEHEe
onpeheHnx KapakTepUCTHKA Ha CJIUIN, 3ATHM Ce OHE TYIITajy KPO3 MOTIYHO
MOBE3AHU CJI0j, T/Ie Ce T€ KapaKTEePUCTUKe najhe obpahyjy.

CrpyKTypa OBe MOIMPEKE je TAKBA /13, jé CBAKW HEYPOH U3 jeTHOT CJI0ja Ipe-
KO onpeljeHnx TeKnMHA MOBE3aH ca CBAKUM HEYPOHOM U3 IIPETXOTHOT U ciaemeher
cioja. BpemgaocTu Tux TekuHA Mpexka yum Kpo3 enoxe. Kaja ciuka ca yirasa
mpolje Kpo3 mocaenwmu pooling C0j, OHA HHUje WCTOT TOMOJIONIKOT ODJIMKA KAo
JKEeJHEHU U3J1a3, MOTPEOHO je 1a ce M3paBHa, TPETBOPHU y HU3, II€ CBAKY €JIEMEHT
TOT HU3a MPEJCTAB/bA M0 jeJaH HEYPOH Ha MPBOM ciojy. Heypone na ciemehem
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c0jy nobujaMo Kao CyMy HEypoHa Ca MPBOTr CJIOja HOMHOXKEHH OAroBapajyhum
TexxHaMa Tpaliel onropapajyiom CKJIOHOCTH cBakor HeypoHa (bias).

weights

e
activation

functon
X @ net input
nerj

@
transfer

: . function

0.
xn /
@ threshold

Cnuka 7: IIpumep jegnor HeypoHA

Y

activation

36or mcTor pasyora Kao M y KOHBOJIYIIMOHOM CJIOjy, BPEJHOCTH CyMa Koje
ce npocehyjy y HOBH CJI0j MOXKe APACTHIHO Ja Bapupa, 3aTO HAM je moTped-
Ha akTHBanuoHa (pyHKHEja Koja he ma mHam 06e30equ n3/1a3 XKeHEHOr OOTUKA.
VY npakcu, Hajbosbe ce nokazaja Softmaxr akruBanuoHa GyHKIEja 3000 mHeHe
MoryfiHOCTH paja ca BUIe PAa3ININTUX KJIAca Kao M Jla HOpMaJjn3yje n3iaa3 3a
cBaky kJjacy y omcer ox 0 mo 1. 36or Tor pajiora fiemo je My KOPUCTHTH.

ApxurekTypy Kojy hemMo KOpUCTHUTH je UCTa Kao OHA KOja Ce KOPHCTHUJIA Y
pedepenTHOM pajy u mena crpykrypa je [Conv — Relu — Pool] x 2 — [FC —
Relu] x 2 — Softmax. Benmuunna dbunrepa je F, nok je ykynan 6poj duarepa
32. Kopuctuhemo 2 X 2 max pooling ca KOpakoMm Ay:Kume 2.

3.1.4 Backpropagation merof,

Ocraio je jomr camo ma objacauMo Kako he To Harra mpexka ga yau. Kopu-
cruhemo ajropuTaMm Koju ce Hazuba backpropagation. Panuje cMo yTBpaniu 1a
CNN cuana y feedforward xnacy, Tj. u3J1a3 U3 jeJHOD CJIOja CJIyKH KAO yJa3
y apyru. To mam omoryhaBa a HaITy MpeKy MOCMaTPaMO Ka0 HEYCMEPEHU Te3-
XUHCKHU Tpad, a Kako je rpad HeycmepeH oH HaMm omoryhaBa Kperame y 00a
cmepa.

Kako 6ucmo objacHmau oBaj mMeTon moTpebHO je [a yBeaeMO HeKe CTBAapH.
[IpBo hemo pedunucaru cost function. OHa HAM CITY2KH J1a HAM [TOKAXKe KOJUKO
je HaIll OIroBOp JajieKo on TpaxkeHor. Ilocroje pazawuure BpcTe, ajum he ce y
WCTPAYKUBAKY KOPUCTUTH KBAJIpaTHA cost DYHKIMjaA, KOja je meduHMCAHA KAO:

=0 vl - a @),
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e je y(z) u3nas u3 Mpexke y o6/IMKY N-TO4IaHOT BEKTOPA, 10K je a’(z) xemenn
u3sia3 (U3BEJeH U3 eTUKETE KOjy MMAMO 32 CBAKH MOJATAK) U T/ je 1 OPoj CIuKa
KOjy je Mpexka 10 caja o0pauiia.

Kako je mam mmmp ma ma3nas Oyge mTo OMMKH TPAXKEHOM, JOTHIHO je 1A
JKEJIMMO JTa MEHUMAJIU3yjeMo Hairy cost dyHknujy. Jegan on HadmHa Ja ce To
ypaau je nomohy gradient descent merome. OHa ce 3aCHUBA HA MPOHAJIAZKEEY
JIOKAJIHOT MHHUMYMa 3a OUJI0 Kojy BpeaHocT. Pazior 360r Kora TpayKiuMo JIOKaJ-
HU MUHUMYM je Taj IITO Kaja OMCMO TPaXKUJIN T7I00aHu Onin 61 HaM MOTpeOHN
cymneppadyHapH, jep AuMens3uje yHoca dyHKIuje cy jengake Opojy HeypOHa IITo
je pema 10'2. C rora, pauyname ussoga Takse (byHKIHje 61 O1y3€s10 MpeBHUIIe
BpeMeHa. 3aT0 TPAXKUMO HAPIHjaHe U3BOJE, jep je Hama OUTHO J1a caMo JUBep-
THPAMO K& TOM MHUHUMYMY, HUKAKO OI Iera. Ipyrum pedmma moKyIiaBaMo J1a
nahemo OMJI0 KOju BEKTOP MO KOM OUCMO MOTJIH Ja ce Kpeliemo mos ycIoBoM 1a
HaIlla, TOTEHINjaJIHa €HEPruja yBEK Oma/a. 300r BEJIUKOr Opoja CauKa KOje Cy
npefoapehere 3a TPEHUHT MOXKEMO J1a TPBAUMO Ja NEMO y HEKOM TPEHYTKY [10-
cruhu taj muaumym. C Tora, norpebHo je na naljemo 6uito Kojy npoMeny TexKuHe
UM TPOMEHY CKJIOHOCTH HEKOT HeypoHa, a aa ce mpu tome C (cost function)
CMaH.

I

{-smnﬂms POINT

LOCAL
MINIWIA

Ciouka 8: I'pagujent onagama

IMTorpebHo je aa joun geduHUIIEMO Y€TUPU OCHOBHE jeHAYMHE (U€TUPU OCHOB-
Ha nocrysaara) backpropagation merona. OHe cy HAM BayKHE U3 jeJHOr IIPOCTOT
pazsora mTO MATEMATHYIKHA TEeME/HHO 00jallhaBajy IMeo MPOoIec:

8= ((WTHTHHY o' (2h)

oC
o =
J
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IIpBa jemmagwna Ham omoryhaBa 1a M3padyHAMO TDEIIKe CBHX HEYPOHA HA
noceameM ciojy. Te Bpeanoctn hemMO KOPUCTHTH Ja OMCMO 3amIpaBo U3pPady-
HaJIU TPEIKe HEyPOHA Ha CBUM OCTAJIUM CJIOjeBUMAa TMOMONY IpyTe jegHadunHe.
Kama cMo m3padyHaam cBe Tperke, W3 TOCIEArhe JIBE jeJHAYWHE je 3arpaBo
JIAKO U3PAYyHATHU CTOIY MPOMEHE TEXKMUHA, KA0 W CKJIOHOCTH CBAKOT HEYPOHA, MO-
jemmuagno. OTyn U uMe camor MeTojia, u3padyHaBaMmo rpemike kpehyhu ce of
noceheHr ¢ioja Ka IpBOM.

3.1.5 Xwunepnapamerpu

XuneprnapamMeTpu, 3a Pa3iauKy 0/ OONIHUX MapameTapa Kao IITO Cy TeXKUHe
¥ CKJIOHOCTH, Cy ITO3HATH yHAIpes W Mpexka mux He yuu. [locroju MHOIITBO
xunepnapamerapa Meljy kojuma cy HaMa Haj3HAYAJHU]U dropout, CTOMA yUema,
momentum, 6poj ernoxa, Besnanna romuse (batch size) u cromna onajama yde-
Bba.

Dropout ce KopucTn Kako 6ucMo cmamuin over fitting, Tj. CMAILIIN TPEIKe
HEypaJiHe Mpexke Ha TpeHyTHO Hepuhene npumepe. OBaj METOI PaJid HA TPUH-
[OMIIY Ja TOKOM TPEHUHIa HACYMHUYIHO HM3a0paHHU M3/a3u U3 ofApeheHux CiojeBa
omBajy urnopucanu. /ledbunnmmmo BepoBaTHohy ma omxpehenn nsnas wehe ourn
urHopucan ca p. Takohe, MOTpeOHO je W Ja Tpe HEro IITO 3AMOYHEMO Ca Te-
CTHPAmEeM CKATPaMO CBe TEXKHWHE 3a p, 3aTO mTO he dropout TOKOM TPEHWHTA
HATEPATH MPEXKY J1a I0jada TeKHHE Kao MOCIEAUIA HEeJIOCTATKA HH(POPMAIIH]ja
TOKOM cBake urepamnuje. P y ckpusenum ciojeBuma tpeba na Oyae uzmehy 0.5
u 0.8, 10K y ynasuom ciojy Tpeba ma oyme sehwu omx 0.8.

Croma yuema je koedulMjeHT HA OCHOBY Kora oapelhyjemo 3a konmko fiemo
Ja TPOMEHMMO onpeheHy TeXWHyY WM CKJIOHOCT YK FHhUXOBUX TI'DAJIAjeHATA.
Mage crome ydema ycrmopaBajy MpOIEC ydermha ajid 3aT0 KOHBEPTHUPAjy IyIar-
KO, JIOK BHCOKE CTOIle yderha yOp3aBajy MpOIEeC yduema aJlu He MOPajy HYKHO
1a koupeprupajy. Cromna ydema MOXKe OMTH KOHCTAHTHA WM aganTtuBHA. Ko
KOHCTAHTHE, CTOMA YYemha Ce HE MEha Ca BPEMEHOM, JOK KOJ aJAlTUBHE, CTO-
ma yJerma ce Memha Kpo3 urepanuje. Mu hemo Kopucrutu agantushy step decay
MEeTO/y, KOja Cce 3aCHUBA HAa MPUHITUITY /1a HAKOH N ernoxa CKajaupa CTOIy yYermha
3a ompebhenu Koedwurmjent k:

epoch
Ir=Ilrgxk N |

rae je epoch pemau OpOj emoxe y KOjoj Ce TPEHYTHO HAJA3UMO, a [T( MOYETHA,
CTOTIa yUerma. YoOudajeHo je 1a Ha cBakux 10 ermoxa mpernoioBUMO CTOIMY yUeha.
Nako cy xumepnapaMern yHaIIpes AeUHICAHNA TOTPEOHO UX je m3abpaTu BPJIO
[IaXK/bHMBO KAKO OMCMO OCTBapuJ/Id 1ITO je Moryhe 00sby npenusnocr. Ajnropuram
koju hemo 3a To xopuctutu ce 30Be Grid search. Grid search je mporec xoju
npeTpaxkyje cBe moryhe BpeJHOCTH HAJ IEJIMM TPOCTOPOM XHUTeprapaMerapa
TaKO Ja HeypaJHa Mpexka JOCTUTHe HajBehy TadHoCT.
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MowMmeHTyM HaM CIIy2Kd Ja OApeauMO Ipaarl, ciegeher Kopaka Ha OCHOBY
wH(OpMAIFje O TPOIIIOM KOpPaKy. MareMaTuyku uMa, CTPYKTYPy HEXOMOTEHE
muepHITjaIHe jeHaYnHe TPBOT PEIA W CJIYXKKA HAM 13, CIPEYNMO HACTA]Ahe
ocumnaiuja Tokom gradient descent-a. @opmysa Mo K0joj ce padyHa MOMEHTYM
jer

W1 = W — My

my = Bmy—1 + (1 — 5)870,
Owy
e je [ KoedHIHjeHT MOMEHTYMAa W HEeroBa BPEIHOCT YTJIABHOM HM3HOCH OKO
0.9.

Bpoj enoxa je 6poj myTa xosimko fie mesokynua TpeHuHT 6a3a momaraka outu
OCTaBJbEHA HEYPAJHO] MpEXKHU Ha TpeHWHr. Bpoj emoxa Tpeba ma ce moeehasa
CBE JIOK TAYHOCT BAJIAJIAIMje HE KPEHEe [1a MaJa I1a 9aK U KaJd TAYHOCT TOKOM
TPEHWHTa pacTe, Ha OBaj HAYWH cIpedaBamo over fitting.

Besnuuuna romuie (batch size) je 3anpaso 6poj TPeHUHI puMepaka Koju he
ce MyCTUTH y UCTO BpeMe HEeyPAJTHOj MPEXKH Ha TpeHupame. I'paaujerT 3a cBaku
W3JIA3HU HEYPOH PAdyHAMO Ka0 YCPEIHeHY BPEJOCT CBUX k TpaJinjeHaTa 3a Taj
onpehen Heypon us jeaune rommie. 3a BpeaHoct k (BeJUYUHY FOMUJIE) Y3UMAMO
1a oyne 32.

3.2 TI'pynucame

WNako cmucseno nperno3HaBame CBUX cCuMO0JIa Ca CITUKE U IbUXOBO IPYIIUCAE
y jelHaYMHY [PEICTaB/ha JIAK I0CA0 33 YOBEKAa, MCIIOCTAB/hA Ce 1A U Huje Dari
HajjeTHOCTABHUjU TIPOIEC 33 padyHap W3 jaBa pazjora. IIpeu je To mro ce me
Uiy ¢BU cUMOOJIM U3 CaMo jemHOr mokpera (6e3 o1Bajama OJIOBKE Ca MAINpa),
a Ipyru je To 1mito BehuHa jeJHauMHa UMa BHIIE OJ1 je/IHe JUMeH3Hje, Tj. I0CTOje
CTEeIeH!, WHIAEKCH, PA3IOMIIH,. ..

Kao mro cmo n0 caza Builie myTa PEKJId MaTEMATHUYKE jeqHAYUHE CE Ofl-
JIUKY]y BULIEIMMEH3MOHAJIHOM YIHEXK/EHOLINY U 3aT0 33 CBAKH KAPAKTEP KOjU
MyNITaMO KPO3 HEYPAJIHY MPEKY MaMTHMO PACTOjarhe ¥ OHOCY Ha OCY KOja IMpo-
Jla3u Kpo3 IeHTap Mace mperxoguor cumbosna. Ha ocHoBy Te smuuje omapehyjemo
Ja JIU je TPeHYTHU CHMOOJI HACTABAK MATEMAaTHYIKOr U3Pa3a WU je CTEleH WJIu
uHAeKC nperxonnor cumbona. Ilupwry m BucuHy cuMO0ja ITPOHATAZUMO IIO-
MONy MeTo/ie MOBE3aHNX KOMIIOHEHTH /1€ TAMTHUMO HAjCEeBEPHUjU, HA]jyKHUjH,
Haj3amaIHUjU W HAJUCTOYHUJU TTUKCEJ CBAKOT KapaKTepa M KaO HhUXOBY PA3JIH-
Ky padyHaMO BHUCHHY W IIUPHHY. YKOJMKO OCa MPETXOJHOr CMMOOJIa Tpecera
caanimu CHMOO0JT KaXKeMO [1a je CaJalibu CuMO0/I HACTABAK MATEMATHIKOL W3-
pa3a. YKOJIUKO Ce 0Ca MPEeTXOIHOT CuMO0J1a HAJIA3W WCITO/T WJIA W3HAJL, CAAIIHEr
cuM00sIa KaXKeMo [1a je CAallmbu CUMOO0JI CTEeH MJIM WHJIEKC IIPEeTXOHOI CHUM-
6oma. IIporec je peasn3oBan Tako IMITO CBAKK MyT KAJIA UACHTU(MUKYjEMO HOBU
cuMOOJT M IHErOB TIOJIOXKAj J0/ajeMO HeroB ajeKkBaTaH latex 3amuc Ha CTUPHT
KOJHU 9yBa JIOCAIAIIBY N3Pa3.
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IIITo ce Tuwe npobiema HemoBe3aHUX CHUMOOJIA CATYAIUja je 3HATHO TEXKa.
Yommrema pajid, MPETIOCTABUMO Ja je jeJHAYNHA jeJHOT CTeNeHa, Tj. OCHOBHA
JINHU]ja cede CBAK! KapaKTep jeTHadnHe. Y HACTABKY Cy UCIUCAHU TOTEHITN]ATHI
HMCKa3®W Koje Tpeba KOPUTOBATH:

1.

3HAK jeTHAKOCTH, Y CAydYajy Ja HamhemMo Ha JABa 3HAKA MHHYC YHjH CY
LEHTPH Yy OIICery OBOI APYyror (110 Z-0CU) U PA3JIUKY]y Ce IO Y-OCU, MOKEMO
Ja UX CIOJUMO U JIa IVIEJIAMO HA HbUX Ka0 HA 3HAK jeJIHAKOCTH, jep 3HAMO
Ja je HU3 Ol IBa MUHYCA HEMPABMJIAH MATEeMATHYKH 3aINC U HE MOXKE Ce
TIOjaBUTH HU Y jeJTHOM M3Pa3y.

. TpuroHoMeTpujcke (YHKIHje, aKO OMCMO HAUIIIN Ha HU3 KAPAKTEPA KAO

IITO je ¢, 0, § MOTJIN OUCMO 14 X CIIOJUMO Y COS, CJIMIHO BAaXKU W 3a tan,
log,...

$in, 3a CHHYC ©MaMO crenuduaan caydaj 3aTo mrTo, y BeNWHU cydajeBa,
1 He MOKEeMO I HAITUIIEeMO 0e3 Moan3arbha OJI0BKE Ca MAlupa, Ia 6u y ToM
caydajy KaacuUKaAIMOHU HU3 M3TJIEa0 Kao 8, |, n. Y ToM cirydajy 6ucmo
OBaKBY KOMOWHAIM]Y MOAPA3YMEBAJIN KA0 1A j& Sin.

< u >, YKOIMKO OW TOCTOja0 HU3 3HAKOBA, <, — WU >, —, PEIOM OU ce
kJtacuukoBaan Kao < u >. Baxwu u 0OpHYT pemocies.

+, yxomKo 61 TOCTOja0 MOIHU3 eJIeMeHaTa + U —, Ui OOPHYTO, Ouan Ou
CIOjeHN y 3HaK =.

10

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0

Ciuka 9: Konauan usrje; MareMaruikor u3pa3a HAaKOH IPYHUCaba
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4 bBaza nmomaraka

3a 6a3y nmomaTaka MaTeMaTUIKUX jeqHadnHa hemo Kopucturu 6a3y mogaraka
koja ce kopucrtuiaa rokom C' RO H M E-oBor takmudersa 2011 ronune. Jennaaune
cy mare y oonuky InkM L dajia u nmone/bene cy y ABe TpyIe: TPEHUHT W TECT.
Jennaunue u3 0be rpymne cy jabeaucame, Tj. 3HA Ce TAYaH CAAPIKAj CBAKOT ¢aj-
sa. 3a 0a3y mojaraka MareMaTwdKux cuMoOosia kopucruhemo Kaggle-oBy 6azy
MoJaTaKa Koja cagapku jpg ¢ajaose.

InkML je mo crpykrypu ciwmdan HT M L. Kopuctu ce 3a dyBame MHCAHOT
TEKCTa Y eJIEKTPOHCKO] (POPMH, I/l Cy CBU IMUKCEU Koju Tpeda 1a Oymay obojeHu
3amaru koopawHarama. CBaka jeJHAYWHA je TpeacTaB/beHa momohy < ink >
ejleMeHTa. YHyTap jeJHaYNHE, CBAKU 3aMaX je MPEJICTaB/beH MOMONY OIBOjeHOT
< trace > eneMeHTa, YMjU CAAPIKA] TPEICTABIHA L — Y KOPAUHATY CBAKOT MECTA
KOjH je BPX OJIOBKE JIOJUPHYO TOKOM BpPEMEHA.

<ink>»
<Trace>
10 o, 9
13 154,
53 124,
</trace>
<Trace>
130 155,
152 128,
150 208,
</tracex
€Lracer
227 50,
230 148,
</rrace>
<trace>
282 45,
281 143,
</ trace>
<trace>
366 130,
371 204,
405 150,
</tracex
</ink:>

14, 8 28, 7 42, & 56, & 70, E 84, 8 08, ® 112,
14 168, 17 182, 18 188, 23 174, 3D 160, 38 147
72 121, 77 135, 80 149, 82 163, &2 177, 87 191
144 158, 158 160, 170 154, 179 143, 172 129,
140 136, 131 149, 126 163, 124 177, 128 120,
163 210, 178 208, 182 201, 205 192, 214 180
226 64, 225 78, 227 92, 228 106, 228 120, 229
232 162, 235 176, 238 190, 241 204
281 59, 284 73, 285 €7, 287 101, 288 115, 290
294 157, 294 171, 284 185, 296 192, 300 213
359 143, 354 157, 349 171, 352 1B5, 355 187,
385 205, 398 202, 408 191, 413 177, 413 183,
392 143, 378 141, 365 150

Cnuxka 10: Ilpumep InkM L dajna
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5 Pe3yaratn

IIpBu meo mcTpakwBama Ce OJHOCU HA PA3JIUKY y TPENU3HOCTH CUCTEMA
MPWJINKOM KJacupuKanmje MaTeMaTuIKuX jeJHAUNHA HATUCAHUX MOMONY cBUX
ocamMmeceT W gBa Moryha cuMm6osa n3 KopwuiihieHe 0a3e momaTaka i MaTeMaTH -
KHX jeTHAaYIWHA Koje y cebu He camapke oapehene cumbose u3 ncre Hase momaraka.

Tabena 1

PP Cp) + s ==l {7 ro
1 2 3 4 5 16| 7|89 A @ |
b B | Clcos*| d |6 |+"|e | 3 f Vol /
G| ~ | >]| > H|i*| € |ool| [] k l
A < | im* | log | < | M | pu|N| # o | p
o | m™ |+ / g |R| = | S| o |sn"| Vol
T | tan* | 6 X uw |v | w | x|y z

Y rtabenu cy npeacraB/beHH CBU cMMOO/IM KOju ce Hajaze y 6a3u mojara-
Ka MaTeMarudkux cuMOoJia Koja je xopumheHa y OBOM €KCIIEDUMEHTY, JOK Cy
3BE3IUIIOM O3HAYUEHU OHU CHMOOJIM KOjU HUCY KOPUIINEHW y APYyrOM eIy WC-
TPa’KMBAbHA.

MNako je mpenu3HOoCT HeypaTHUX MPEXKa TPEHHPAHUM Ca MoAeO/haHuM 1 0e3
noaeb/pannx cuMO0Ia TpuOINKHO jennaka, 98% n 97% penowm, 3anazxka ce apa-
CTUYHA PA3JIMKA y NPENU3HOCTH MPUJIMKOM IIPEIIO3HABABA IEJOKYIHUX MaTe-
MaTHYKuX jegHaunna. Hajope, y opurunananoj 6a3u momaraka 1e0/bUHA CBAKOT
cuM00JIa je UCKJBYYUBO jeaan nukces. 1o Ou 3HAYMIIO 13 jeTHAYnHE MOPajy OuTH
YCIMKaHE Ca BEJIMKE yIaJbeHOCTH KAKO OV OPUTHHAJIHE jeTHAYNHE YIUHUJIN WC-
TAbEHUM IITO y 6a31 MOaTaKa MHCAHNX MATEMATHIKUX jeTHAYUNHA HUje CIydaj.
Jennauune cy y T0oj 6a3u TaKO IpeICTaB/bEHE 1A 3ay3UMa]y IPOIOPIUOHATIHO Be-
JINKW JIE0 CJIUKE. Y TOM CJIYUajy MOYKEMO 3 OUeKyjeMo 11a cy jeqHaqunte yeehamne
u crora mojeb/baHe. YABOCTpydHBameM 6a3e momaraka cuM0ojia u momaedbaBa-
BEM 33 TAYHO je/laH TUKCeJ, OMOoryhaBaMo HEYpPAJIHOj Mpexu Ja Oy/1e HempoMe-
BUBA HA 1e0/puHY cuMOO0Ia, CAMUM THM U WHBAPHUjAHTHA HA PA3JAbUHY CA KOje
ce cimKa jeanadmna. Masa pasimka y Ipenu3HOCTH CAMHUX HEYPATHUX MPExkKa
ce oryiefa y 6pojy TPEHHMHI IIPpUMEPA U3 KOjUX je yumJia HeypasHa Mmperxka. Kako
cy ce 0be Mpexe TpeHWpaJje Ha TPY ernoxXe, HUjeqHa O HUX HUje JTOCTUTIIY, 3a-
cuheHOCT 3aTO MITO Ce HUje MPUMETHO MaJ] y TPEIU3HOCTA TOKOM CBE TPHU €ITOXe,
caMWM THUM MPEXKa Ca BUIE TPEHUHT MpuMepa ce mokazana Obosom. Kako cy

Tabena 2
Pesynararu mepema
nozebsparbe/cumbosn| cBu cumbosu omabpanu cuMboIn
ca noaebipameM 17.29% 29.90%
6e3 110/1e6/batba 8.45% 13.17%
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obe BpesHOCTH BPJIO BUCOKE, HE MOXKEMO /13 KaxKeMo Ja je panuka y 1% nmana
YTUIQ] HA PA3JINKY Y TMPEIU3HOCTH IEJI0T CUCTEMA.

Jlpyru 1eo mCTpakmBara Ce OJHOCH HA TO Kako oxpeherm cumOOIM mpase
PAa3MUKy y KOHAYHO] MPEIu3HOCTH cucrema. M3 menokymnHe 6a3e mogaTaka je
n30adeHo ocaM CEMOO0JTa KOjU Ce 9eCTO KOPUCTE MPUINKOM MHCAHA MATEMATHI-
KHX m3pa3a U KOju 300T BUXOBE KOMILIEKCHOCTH y [atexr 3aIHCy MPeaCcTaBbajy
noTenIyjaine npobaeme. Y o0ba ciaydaja (ca u 6e3 nomebrbarma cuMO0JIa) Ce TIPH-
Meliyje ApacTHYHa pa3jnKa y TaYHOCTH cucTeMa. Pazsor Tome je 4nibeHUIa 1a
TPUTOHOMETDHjCKE O3HAKA Kao M lim MOTY Jia Ce HAIMIIy HA BHUIIE Pa3JIUdIH-
TuX HaunHa. Ha mpumep, HEKM JbyIW MHIILY SiN TAKO 13 Cy UM CBAa TPH CJIOBA
CIIOjeHa, HEKU Pa3/iBajajy ped Ha St U N, & HEKU IIUIILY CBA TPU CJIOBA OJBOjEHO.
Yxomnnko Hekn Jbyau nurty cutHuje Moryhe je ma sin cmoje ca’(’. Y Tom caydajy
HeypasHa Mpexka Hehe 3HATH TA4YHO Ja Mperno3Ha m3pa3 sin( 3aTo MITO He Mo-
croju y 6a3m mojaraka cumbosa. Takohe, BasKHO je HArJIaCUTHU A MPEKJIAMAFHE
cumboIta HEe MOpa HYKHO Jia OyJie MOBe3aHO Ca TPUTOHOMETPHjCKUM O3HAKAMA.
IIpoGem mpekIombeHnX CUMO0/Ia je W HAJBUIIE 3aC/TyKAaH 3a PETaTUBHO HUCKE
pesyJitare, 3aT0 LITO PAYyHap HE MOXKE J1a PA3JIUKYje JIa JIM HU3 UCHPEIIeTaHuX
JINHUja TPUMAIA jeTHOM CUMOOJY WM HEKOM CKYyIy CHMOOJIa.

ITocenibn €0 MCTpazKuBarma Ce OJHOCH Ha MPOIEHTYAJHY TAvYHOCT IIpe-
MO3HABaba. ¥y MPBa JBA €14 CMO MOCMATPAIN WCKJbY9HMBO KOHAYHA PEIrerha
W TOPEJIUJIN JIa JIM U3JIa3 MOJIesa Y HOTIIYHOCTH OJIFOBapa YHAIIPeJ IMO3HATO]
eTuKeru. ¥ OBOM JI€Jly Ce KOPUCTUJIO JIeBeHIITajHOBO pacTojame KaKo Ou ce 1mo-
PEJINIIO KOMMKO Ce W3JIa3U CHCTEeMa pas3JnKyjy O 3a7arTe TauHe BPEIHOCTH, Tj.
JleBeHIITAjHOBO pacTojame padyHa HajMarmu MOTpebaH OpOj W3MEHa HA U3JIa-
3HOM latexr KOmy Kako OW OH 110 CACTaBY OATOBAPAO A/I€KBATHO] €THKETH.

Broj primera
Broj primera

0 10 20 30 10 50 o 10 20 30 a0 50
Broj gresaka Broj gresaka

Cruka 11: JleBeHmiTajHOBO pacrojarme

Ca matux rpadguka ce MOYKe TPUMETHTH JIa UAKO j€ TeHepaTHa TAYHOCT pe-
JIATUBHO HHCKa, OpOj NMpuMepa eKCIOHEHIHjaJaHO omaaa ca moBehamem Opoja
Tpernaka 1o npumepy. Takolje, mpocedna MpOIEHTyaTHA TAYHOCT MPEMO3HABA-
Ha 34 jeTaH MATeMATHYKH m3pa3 je 75% mTo mokasyje ma 6m ce KopunhemeM
OBOI' CHCTEMA JAPACTHYHO yOp3asa MOMeHyTa JUTHTaIn3aln]ja.
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6 3aBpinHa JuUcCKycuja

TecTupamem HEYypaTHUX MPEXKa HAJ, MAJIUM Y30PIIMMa yOUaBajy e MaJie pa-
3JIMKe y HUXOBOj mpenu3HocTu. To ce objarnmaBa jeIMHCTBEHUM KaPAKTEPUCTH-
KaMa CBAKOTI MATEMATHIKOT cuMO0JIa mTo oMoryhasa HeypaHOj MPEXKH TPeru-
3Hy kJacudukaiujy. Y CBUM €KCIPEPUMEHTHMA je KOPHUIIlleHa KOHBOJIYIIHOHA
HeypaJiHa MpexKa ca JBa conv — pooling Cli0ja U TPHU MOTIYHO IOBE3aHAa CJI0ja.
AxruBanmona dyukimja je ReLU.Y pany cy U3BPIIEHA TPYU PA3IUUNTA MEPEHA.
[IpBO Mepeme ce OTHOCH HA PA3INKY Y KIACH(DUKAINOHO] TTPEII3HOCTH CUCTEMA
Yy OJHOCY Ha TO Ja JIK Cy TOKOM TPEHWHTA HEYPAJIHUX MPEXKa KOPHUIITNEHU I0-
Jaebpanu cumbosin win mHucy. CucreM ca HEYPJIHOM MPEXKOM KOja je TpeHupaHa
ca momeb/baHuM CUMOOTIMA, Ce TTOKA3a0 AYILI0 60/be IPUINKOM KIACH(UKAIII]E
MaTEeMATUIKUX jeTHAUNHA, HErO CUCTEM Ca HEyPaJIHOM MPEXKOM KOja je TpeHUpa-
Ha ca cuMOomMa KoHCTaHTHE Jaeb/bure. OBaKBU pe3y/TaTh Cy ONPABIAHU jE€P
HE MOKEMO /13, 09€KYjeMO /1a, Cy CTUJIOBH MUCAHA PABIUIUTHX JbYIU UCTH KA0 HU
OJIOBKe Koje cy Kopuirhene. JIpyro Mepembe ce OTHOCH Ha KIACH(PUKAITHOHY IIpe-
IHU3HOCT CUCTEMA Yy OJHOCY HA TO KOjU Cy MaTEMAaTHUIKU CUMOOJIM KOPHUIINeHn y
jennagumnama. YTBpheHo je ma cuM00Jiu KOjU UMajy CII02KEHY HPOCTOPHY CTPYK-
TYpY Kao ¥/MiM KOMIUUIMKOBAH latex 3aIlmc CMarbyjy MPeIu3HOCT 002 CHCTeMA.
OBakaB pe3y/aTaT je y CarJlaCHOCTH Ca PE3Y/ITATUMA MOCTUTHYTUM y pedepeHT-
HOM pajy. Y OBOM pajy je moka3ano kopucrehu JleBermrajHoBO pacrTojame 1a je
IPENU3HOCT CHCTEMA HA HUBOY MOjeMHAYHUX MATEMATUIKAX m3pasa 75% mro
nokasyje j1a 0m Kopuiiheme OBOI' CHCTEMA, IPACTHIHO yOP3aI0 IIOMEHYTY JIUIH-
rtanu3anujy. Takohe, mpumeheno je ma je riaBHu MpobIEM TPUIUKOM Kacudu-
Kallje MaTeMaTUIKUX jeTHAYNHA MMOCTOjarbe MPeKJombennx cumbosa. Crora,
IITO Ce TUYE ajbuX yHanmpehema, pa3BojeM aJropuTMa Koju Ou epeKTUBHO pas-
JIBajao IBa MPEKJIOMbeHa cuMb0s1a OMCMO MOrH /13 ToBehaMo KIacu(PUKAINOHY
MPENU3HOCT CUCTEMA.
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